Apprentissage : Paradigmes, Structures et abstractions by Soldano, Henry
Apprentissage : Paradigmes, Structures et abstractions
Henry Soldano
To cite this version:
Henry Soldano. Apprentissage : Paradigmes, Structures et abstractions. Informatique [cs].
Universite´ Paris-Nord - Paris XIII, 2009. <tel-00514160>
HAL Id: tel-00514160
https://tel.archives-ouvertes.fr/tel-00514160
Submitted on 1 Sep 2010
HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.
L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destine´e au de´poˆt et a` la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publie´s ou non,
e´manant des e´tablissements d’enseignement et de
recherche franc¸ais ou e´trangers, des laboratoires
publics ou prive´s.
Laboratoire
d’Informatique de l’Universite´ Paris-Nord
Unite´ de recherche UMR CNRS 7030
ME´MOIRE
Apprentissage : paradigmes, structures et abstractions
pre´sente´ pour l’obtention
de l’Habilitation a` Diriger des Recherches
Universite´ Paris Nord
Henry Soldano
pre´sente´ et soutenu publiquement le 7 de´cembre 2009
devant le jury compose´ de
Daniel Kayser . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Pre´sident
Youne`s Bennani . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Examinateur
Ce´line Rouveirol . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Examinateur
Pierre Marquis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Rapporteur
Amedeo Napoli . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Rapporteur
Lorenza Saitta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Rapporteur
Jean Sallantin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Rapporteur
Joe¨l Pothier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Invite´

Thomas, je de´die ce me´moire a` ta maman

5Il est en ge´ne´ral recommande´ de commencer par le commencement. Ce n’est tou-
tefois pas toujours le cas. Par exemple, si vous voulez peindre un chien en vert il est
plus judicieux de commencer par la queue. Il pourrait vous mordre.
W-C. Fields
Je voudrais d’abord remercier le jury, dont les membres m’ont fait l’honneur ou l’amitie´ de
lire, entendre ou rapporter ce me´moire. Qu’ils soient assure´s que leur pre´sence n’est en rien le
fruit du hasard : elle est, profonde´ment, la marque de mon estime. Je remercie particulie`rement
Lorenza Saitta qui, litte´ralement entre deux avions, est venue e´clairer mes pas, encore he´sitants,
sur les chemins de l’Abstraction. J’ai rencontre´ Pierre Marquis il y a bien longtemps, lors de
chaleureuses Journe´es Francophones d’Apprentissage ou`, peut eˆtre a` sa manie`re pensive de fumer
la pipe, ou son regard assure´ examinant la position des boules sur la table de billard, j’ai pressenti
le brillant chercheur en devenir. Je partage avec Amedeo Napoli des origines italiennes. Lors de
nos e´pisodiques rencontres, sur le chemin d’une salle de confe´rence ou au retour d’un banquet, au
fond d’un sie`ge dans un car traversant la nuit, nous avons parfois parle´ sciences, et toujours de
Jazz. Daniel Kayser a une place a` part dans ce jury, celle d’une personnalite´ de L’I.A. qui n’aurait
jamais tout a` fait enseveli le potache batailleur cache´ dessous.
Ce´line et Youne`s, piliers de l’e´quipe A3 du LIPN, m’ont, chacun a` leur manie`re, permis de
traverser ces dernie`res anne´es, sans s’offusquer de mes parfois e´tranges trajectoires, doutes soudain,
ou inexplicables absences. Leur amitie´ m’est pre´cieuse. Les membres de A3, fille de Adage, forment
une e´quipe vivante parfois pleine de bruit et de fureur, souvent entre deux crises de fou-rire, ou`
l’on trouve tous les punching-ball humains ne´cessaires au travail scientifique. Trouver un mot
pour chacun prendrait plus de temps qu’il ne m’en reste pour finir cette courte page. Je ne
pourrais cependant fermer celle-ci sans de´noncer Dominique pour les nombreux incidents e´maillant
sa pre´sence parmi nous, mais qu’importent un peu de moutarde sur votre manteau ou un extincteur
agresse´ dans le couloir : le plaisir de construire sa le´gende me´rite bien quelques sacrifices. Plus
se´rieusement, l’arrive´e re´cente d’Erick Alphonse dans notre e´quipe a e´te´ un formidable acce´le´rateur,
et je regrette qu’il soit aussi peu question de nos travaux communs dans ce me´moire. Simple
question de temps, bien suˆr.
Mais l’e´quipe n’est qu’une partie du laboratoire, auquel j’appartiens depuis longtemps. Le
LIPN, bien qu’il ait atteint aujourd’hui une taille respectable, et eu son lot de querelles et de crises
de croissance, a garde´ sous la direction de Christophe Fouquere´ une vraie convivialite´, comme cela
a pu eˆtre remarque´ re´cemment lors du pot de faux-de´part en retraite de Ge´rard Plateau (a` ma
connaissance le risque de tomber sur un de ses bons mots au de´tour d’un couloir est toujours
e´leve´) et j’y ai heureusement be´ne´ficie´ d’e´changes scientifiques de´passant le cadre des e´quipes. Un
mot spe´cifique pour l’e´quipe administrative du laboratoire, sans laquelle celui-ci n’existerait pas.
Je pense en particulier a` Jacqueline et Brigitte qui l’ont accompagne´ tout au long de sa croissance,
et y ont investi bien au dela` de ce que l’on pouvait attendre d’elles. Un grand merci aussi a` ceux
qui m’ont aide´ a` renverser les derniers obstacles administratifs, je pense en particulier a` Christine
Choppy et Laure Petrucci. Francine, j’ai toujours le nez-rouge que tu m’avais offert accroche´ a` ma
lampe.
Dans la cate´gorie joyeux feˆtards, un prix collectif pour les fantoˆmes du laboratoire que l’on
peut de temps a` autre entendre entrechoquer leurs verres tard dans la nuit (non Hayat, j’ai bien
re´fle´chi, il vaut mieux ne pas donner de noms) et une mention spe´ciale et prive´e a` Seb et Sophie,
6et autres joyeuses comme`res de l’Ecritoire.
Je passe depuis longtemps une partie de mon temps de recherche dans un non-laboratoire,
l’Atelier de BioInformatique, qui a accompagne´ la naissance de la BioInformatique en France. Je
tiens a` remercier ici Monique Page`s, alors directrice de la section Physique-Chimie de l’Institut
Curie, qui a permis a` cette structure informelle d’exister, et a` Jean Guerdoux qui nous a ensuite
accueilli au de´partement des Sciences de la Vie de l’universite´ Paris 6. J’y ai longtemps travaille´
avec Alain Viari, sur des supports varie´s, principalement les nappes en papier d’une pizzeria
du boulevard Saint-Michel, cotoye´ Alex, Catherine, Jean-Louis, Marie-Odile, puis Claudine (te
souviens-tu ?) et Manue, et bien d’autres dans la fameuse Salle Holweck, ou tout en haut du petit
Paviillon. Puis nous avons rejoint la rue Cuvier et son incroyable salle des feˆtes, qui me dit-on
re´sonne parfois encore des protestations des invite´s de´couvrant les commentaires de Sophie sur les
photos des soire´es joyeuses au cours desquelles .... mais je m’e´gare, il y a maintenant un trou et du
be´ton rue Cuvier, et l’ABI vibre aujourd’hui au rythme des engins du chantier de de´samiantage
au bas de la tour 42 (ironique re´ponse a` la question la plus importante de l’univers, mais passons)
avec Eduardo et ses troupes, Joe¨l, le tenancier, Guillaume et Isabelle, et tous les autres, voyageurs
de passage a` l’Auberge de BioInformatique.
Un avant-dernier mot pour celles et ceux qui m’ont accorde´ leur confiance lorsqu’ils s’aventu-
raient sur des terres vierges, Manue, Claudine, Pierre, Marc, Marie-France, Vincent, M’hammet,
Dominique, Alejandro, Nahla, Mathilde, Gauvain et Ma¨ıssa. Je leur dois une grande partie du
plaisir qu’offre ce me´tier. Nadia, post-doc o no, ti metto qui, se ti sta bene ? baci.
Un autre avant-dernier mot, ou plutoˆt une ellipse le´ge`re, car il y a ceux et celles dont il ne
sera rien dit, et qui comptent tout autant, si la vie est meilleure avec de vrais morceaux de science
dedans, douceur et amitie´s lui donnent un sens. Et, Thomas, si tu pensais t’en tirer sans un mot
de ton pe`re, c’est rate´. Je t’embrasse. Maman, merci pour tout, et oui, j’ai pris mon pull en laine
et mon e´charpe (oui, bon, pour la couleur, c’est une longue histoire). Oui, je sais c¸a aurait fait
plaisir a` papa. Ah et la pizza rustica soit-disant rate´e a e´te´ avale´e en quelques minutes (et pour
tous : non, je ne connais pas la recette).
Une pause, Amal, dans cette page, pour prendre le the´ en ta compagnie, une minute e´le´gante et
de´licate, avant que nous penchions encore la teˆte pour regarder, pensifs, s’agiter nos petits agents.
Le dernier avant-dernier pour Nathalie, et un encore pour Ve´ronique, qui m’aurait probable-
ment arrache´ les yeux si je l’avais oublie´e. Tu as e´te´, paraˆıt-il, intenable a` la soutenance, mais
oui, je sais avec Pierre devant et Dominique derrie`re tu ne pouvais pas re´sister. Merci a` toutes les
deux, pour des moments magiques. (Mais, Ve´ronique, faut-il aussi leur dire que c’est dans le reflet
d’un faible soleil d’hiver sur les huisseries d’un voilier, ou du fond de la banquette d’un salon de
the´ face a` l’oce´an que sont parfois venus ces subtils de´placements, nous posant un pas plus loin
sur un chemin dont on ne trouvera ici que les lignes droites ?)
Enfin, les chercheurs, comme les vampires, ne le deviennent que s’ils ont e´te´ mordus. C’est a`
Jean Sallantin, un matin brumeux devant la table en bois de la cuisine de sa maison familiale a`
Cabourg, lorsque un ensemble de variables se sont soudain agre´ge´es pour former une chose vivante,
que je dois ce destin. Aujourd’hui encore, au moment ou` le vert de la peinture se met a` manquer,
il faut bien que je m’approche pour lui en mettre une dernie`re touche sur le museau . . .
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Chapitre 1
Pre´ambule
L’ensemble des travaux pre´sente´s ici rele`ve de l’Apprentissage Artificiel, et aborde l’apprentis-
sage supervise´, ainsi que l’aide a` la de´couverte (par la fouille de donne´es). Le titre du me´moire
contient les mots paradigmes, structures et abstractions. Ces notions traversent, de manie`re plus
ou moins directe, ces diffe´rents travaux.
En the´orie de Probabilite´s on associe a` un univers d’individus une mesure de probabilite´
e´le´mentaire, qui s’e´tend pour mesurer des e´ve`nements, c’est-a`-dire des ensembles d’individus. Si je
tire un de´ non pipe´ n fois, un individu est constitue´ du re´sultat de n jets, et la probabilite´ associe´e
(c’est un cas d’e´quiprobabilite´) est (1/2)
n
. Plus ge´ne´ralement on conside`re d’un point de vue
the´orique en Apprentissage qu’un e´chantillon d’apprentissage (en pratique l’ensemble d’individus
constituant les donne´es) est un ensemble de variables ale´atoires i.i.d, c’est-a`-dire inde´pendantes et
identiquement distribue´es. La distribution (uniforme dans l’exemple des n jets), souvent inconnue,
refle`te la structure de l’univers des individus. L’apprentissage non supervise´ se rame`ne ainsi a` la
recherche d’un mode`le de la structure pre´sente dans les donne´es (pourquoi sinon cate´goriser ?). Un
cas particulier inte´ressant est celui des individus chime´riques : certains individus sont de proba-
bilite´ nulle, comme un mouton a` 12 pattes, refle´tant par la` le fait que le mode`le de repre´sentation
choisi permet de repre´senter des individus impossibles. Prenant ici un point de vue logique plutoˆt
que probabiliste, par structure on entend pre´cise´ment ici la mate´rialisation de ce que l’Univers
des instances 1possibles est seulement inclus dans l’ensemble des repre´sentations possibles. En ce
sens la structure est parfois partiellement connue, et prend la forme d’une the´orie du domaine :
par exemple si une contrainte spe´cifie qu’un objet ne peut-eˆtre a` la fois rond et carre´, alors une
instance dont la repre´sentation contiendrait rond et carre´ ne peut apparaˆıtre dans les donne´es.
Nous nous placerons tout le long du me´moire dans le cas ou` un proble`me d’apprentissage
suppose l’exploration d’un Espace de Recherche, constitue´ de repre´sentations dite intensionnelles
forme´es dans un certain langage, et que nous appellerons e´nonce´s ou hypothe`ses. Le cas inte´ressant
est celui ou` la structure est en grande partie inconnue : au dela` des connaissances du domaine
e´ventuelles, la structure se re´ve`le par la relation entre e´nonce´s ou hypothe`ses et repre´sentations ex-
tensionnelles, c’est a` dire les ensembles d’instances (donne´es) reconnues par un e´nonce´ du langage.
Cette utilisation de la structure via la relation entre intensionnel et extensionnel se retrouvera dans
plusieurs travaux pre´sente´s dans ce me´moire, En particulier nous verrons comment l’utilisation de
1. On pre´fe´rera ici instance a` individu
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la structure cache´e pre´sente dans les donne´es, et plus particulie`rement dans les exemples positifs,
permet de re´duire l’espace de recherche et l’ensemble de solutions dans un proble`me d’apprentis-
sage supervise´.
La notion d’abstraction est directement pre´sente dans un ensemble de travaux ou` l’ensemble
des repre´sentations intensions/extensions est partiellement ordonne´, les e´nonce´s les plus ge´ne´raux
e´tant associe´s aux plus grandes extensions. Le niveau de granularite´ (grossie`re vs fine) des langages
d’e´nonce´s, ou des repre´sentations extentionnelles, permet d’abstraire ou de raffiner ces ensembles
de repre´sentations. Il sera surtout question d’abstraction extentionnelle, et de ses conse´quences
sur la notion d’implication, c’est-a`-dire indirectement sur la structure, dans le sens donne´ ci-
dessus. Cette forme d’abstraction est moins pratique´e en Intelligence Artificielle que l’abstraction
intensionnelle qui repre´sente le passage d’un langage d’hypothe`se a` un langage moins de´taille´.
Elle consiste essentiellement a` remplacer dans la notion d’extension, les objets par des groupes
d’objets, ce qui est e´quivalent, formellement, a` conside´rer des objets virtuels posse´dant chacun les
caracte´ristiques communes a` un groupe.
Enfin, on identifie en Apprentissage Artificiel un certain nombre de paradigmes, mot que nous
emploierons ici dans le sens restreint 2de cate´gories de proble`mes, ou des manie`res de les aborder.
On trouvera dans ce me´moire deux ensembles de travaux que l’on peut interpre´ter en ce sens, l’un
traitant de la notion d’incomple´tude ou d’ambigu¨ıte´ des exemples, l’autre e´tendant l’apprentissage
supervise´ cohe´rent dans un cadre collectif. Dans les deux cas, de nouvelles notions doivent eˆtre
introduites pour rendre compte des relations entre les observations et les hypothe`ses que l’on peut
en induire.
Nous structurons le me´moire de la manie`re suivante : Le second chapitre porte sur les relations
entre intension et extension, nous y rappellerons le cadre des correspondances de Galois, et les
notions de fermetures associe´s, et traiterons de l’utilisation de la structure cache´e pour re´duire
l’espace de recherche en apprentissage supervise´. Le troisie`me chapitre traitera dans ce cadre des
notions d’abstraction extensionnelles et intensionelles, et de leurs proprie´te´s. Le quatrie`me est
consacre´ a` la recherche de motifs re´pe´te´s, proble`me dans lequel la notion de motif a e´te´ progressi-
vement e´tendue, et qui trouve ses motivations et ses applications en BioInformatique. Le cinquie`me
traite des nouveaux paradigmes e´voque´s ci-dessus, partant d’un proble`me de BioInformatique dont
la formulation fait apparaˆıtre la notion d’ambiguite´ des objets, et finissant par l’exploration de
l’apprentissage collectif. Enfin, dans la conclusion je trace quelques perspectives de recherches.
2. ”...dans son livre La structure des re´volutions scientifiques, Kuhn de´finit un paradigme scientifique comme
suit : * un ensemble d’observations et de faits ave´re´s, * un ensemble de questions en relation avec le sujet qui se
posent et doivent eˆtre re´solues, * des indications me´thodologiques (comment ces questions doivent eˆtre pose´es), *
comment les re´sultats de la recherche scientifique doivent eˆtre interpre´te´s.”(extraits de Wikipedia), mais attention,
plus loin on lit, aussi, ”.... ≪ paradigme ≫ peut eˆtre conside´re´ comme un buzzword, c’est-a`-dire un mot prestigieux
visant a` intimider l’interlocuteur. ” .
Chapitre 2
Structure : Intensions, Extensions,
et Apprentissage supervise´
2.1 Intensions, Extensions, Ordres partiels
2.1.1 Extensions, Ordres partiels
Une grande partie de l’Intelligence Artificielle (I.A.) repose sur les liens entre les e´nonce´s d’un
langage permettant de de´crire ou mode´liser le monde, et un ensemble de situations repre´sentant
des e´tats du monde. C’est en tous cas le propre des approches logiques de l’I.A. Lorsqu’il s’agit
de mode´liser le monde, l’approche inductive e´tudie plus pre´cise´ment les liens entre les e´nonce´s du
langage et un ensemble d’observations tire´es de la re´alite´. Nous serons confronte´s plus pre´cise´ment
dans les proble`mes rencontre´s dans ce me´moire, a` l’exploration d’un Espace de Recherche, constitue´
de repre´sentations dite intensionnelles forme´es dans un langage L, parmi lesquelles nous se´lection-
nerons des hypothe`ses ou des hypothe`ses partielles pour un proble`me donne´. Nous disposerons
e´galement d’un ensemble d’observations I, dont les e´le´ments seront appele´s des instances et dont
les parties sont des repre´sentations dites extensionnelles. Le lien se fait de la manie`re suivante :
chaque e´nonce´ est satisfait par un ensemble d’instances, qui constitue son extension :
De´finition 1 extI(t) = {x ∈ I | x satisfait t}.
.
Nous supposons par la suite que la notion de satisfaction d’un e´nonce´ t, et donc la fonction
d’extension, est connue. Nous supposons e´galement que tout e´le´ment de I appartient a` l’ensemble
(X ) repre´sentant l’Univers des Instances et qui re´pond aux lois du monde observe´, qu’on les
connaisse, sous la forme d’une the´orie du domaine, ou non.
Enfin, nous supposons ici que le langage L est partiellement ordonne´. On notera t1  t2 le
fait que t1 soit plus spe´cifique que t2 dans le langage L. On dira aussi dans ce cas que t2 est plus
ge´ne´ral que t1. Cette relation d’ordre sur le langage est dite syntaxique ou intensionnelle.
Ce qui nous inte´resse re´ellement en apprentissage de concepts est la relation d’ordre se´mantique :
c’est elle qui permet de de´finir l’extension du concept. Cependant lorsque nous parcourons l’en-
semble des hypothe`ses qui est inclus dans L, c’est a` l’ordre sur L que nous avons acce`s et ce
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sont des e´le´ments de L que nous se´lectionnerons comme re´sultat de l’apprentissage. Nous aurons
toujours la proprie´te´ suivante :
Proprie´te´ 1
t1  t2 ⇒ extX (t1) ⊆ extX (t2)
Mais la re´ciproque n’est pas toujours vraie.
Si on repre´sente par I l’ensemble des objets que le langage L peut distinguer en respectant la
proprie´te´ 1 1, nous aurons :
t1  t2 ⇔ extI(t1) ⊆ extI(t2)
Cependant, certains objets que peut distinguer le langage ne peuvent pas eˆtre des instances de
l’univers X . Par exemple, un objet blanc ∧ sombre est une chime`re : aucune instance de l’univers
X ne correspond a` un tel objet.
Nous appellerons The´orie du domaine T l’ensemble de ce que nous savons de notre univers X .
X est de´fini ici comme un sous-ensemble de I. Nous supposerons T repre´sentable dans L. Nous
aurons alors en ge´ne´ral, pour tout e´nonce´ t de L :
extX (t) ⊆ extI(t) ∩ extI(T ) = extT (t)
2
Lorsque T n’est qu’une partie de ce que nous devrions savoir pour connaˆıtre X , nous avons
X ⊆ extI(T ). Lorsque nous savons tout ce qui permet de de´terminer les objets de I qui sont
des instances de X , nous avons X = extI(T ). Dans ce dernier cas nous dirons que la the´orie du
domaine T est comple`te.
De plus un ordre extensionnel induit une relation d’e´quivalence sur L :
t1 ≡ t2 ssi ext(t1) = ext(t2)
.
Cette relation d’e´quivalence est dite plus grossie`re que l’e´galite´ des e´nonce´s au sens ou` :
t1 = t2 ⇒ t1 ≡ t2
Remarquons e´galement qu’en apprentissage on n’a acce`s qu’a` un sous-ensemble I des instances
de X : les donne´es 3. De ce fait on ne pourra diffe´rencier des hypothe`ses que si elles ont des exten-
sions diffe´rentes dans ce sous-ensemble. Il est alors inte´ressant de conside´rer l’ordre extensionnel
en se restreignant a` I. Remarquons que lorsque les donne´es augmentent, passant ainsi de I a`
I ′ ⊇ I, on se rapproche de l’ordre sur l’univers des Instances. On a ainsi :
t1  t2 ⇒ extX (t1) ⊆ extX (t2) ⇒ extI′(t1) ⊆ extI′(t2) ⇒ extI(t1) ⊆ extI(t2)
1. On conside`re ici que deux objets se distinguent si les assignations de Vrai (l’objet satisfait l’e´nonce´) et Faux
a` tous les e´le´ments de L sont diffe´rentes.
2. Par abus de langage on e´crit donc extT (t) en assimilant T a` l’ensemble extI(T ).
3. il s’agit ici d’un abus de langage : un ensemble de donne´es I peut contenir plusieurs observations de meˆme
description dans X , c’est donc l’ensemble de ces descriptions qui est inclus dans X .
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On associe ainsi a` I la relation d’e´quivalence ≡I , telle que :
t1 ≡I t2 ⇔ extI(t1) = extI(t2)
et on remarque que ces relations d’e´quivalences sont ordonne´es ainsi de la plus fine a` la plus
grossie`re :
t1 = t2 ⇒ t1 ≡X t2 ⇒ t1 ≡I t2
Ce qui signifie que des e´nonce´s de L qui sont distincts sur l’univers des instances se confondent
extensionnellement sur les donne´es I dont on dispose. Remarquons aussi que extI(t1) ⊆ extI(t2)
signifie que l’implication t1 → t2 est valide sur I, autrement dit dans une classe d’e´quivalence de
≡I tous les termes s’impliquent deux a` deux, et notamment les termes minimaux impliquent les
termes maximaux. ll y a donc des implications qui ne sont ni lie´es au langage, ni lie´es a` l’ajout
d’une the´orie du domaine au langage, mais contingentes aux donne´es. Certaines sont parfois des
artefacts : elles sont valides sur I mais pas sur I ′ ⊇ I obtenu en ajoutant des donne´es a` I.
Ainsi, supposons qu’une classe de ≡I est forme´e de {oiseau, oiseau-bleu}, ce qui signifie que
oiseau → oiseau-bleu est valide dans I, mais on peut s’apercevoir que oiseau → oiseau-bleu n’est
plus valide lorsqu’on ajoute un oiseau (qui se trouve eˆtre blanc) a` I.
2.1.2 Intensions et Extensions
Il est alors inte´ressant de se restreindre, lorsqu’on explore L, a` des repre´sentants des classes
d’e´quivalences de ≡I . Nous allons d’abord supposer qu’il existe un unique e´le´ment maximal dans
L parmi tous ceux dont l’extension contient un sous-ensemble donne´ e de I. Nous noterons cet
e´le´ment int(e), et l’appellerons l’intension de e.
On obtient cette proprie´te´ naturellement lorsque deux conditions sont remplies :
1. On peut associer a` toute instance x de I un unique terme maximalement spe´cifique, que
nous noterons x˙ = int({x}), parmi tous les termes t tels que x ∈ extI(t), ce qui ame`ne a`
x ∈ extI(t)⇔ x˙  t.
2. L est un inf-demi-treillis (voir De´finition 2) : toute paire t1, t2 d’e´le´ments de L a un unique
plus grand minorant, note´ t1 ∧L t2 : on a t1  t1 ∧ t2, t2  t1 ∧ t2 et pour tout l, t1  l
et t2  l implique t1 ∧ t2  l, ce qui suppose un unique e´le´ment minimal, note´ ⊥. Ce plus
grand minorant est aussi appele´, suivant les travaux, lcs (least common subsumer), ou msg
(maximally specific generalization), ou encore lgg (least general generalisation).
La premie`re condition, connue sous le nom de single trick representation, permet en particulier
de remplacer en apprentissage le test x ∈ ext(t) par t  x˙, c’est a` dire t est plus ge´ne´ral que x˙, ou
encore t subsume x˙. La seconde permet d’obtenir int(e) :
Proposition 1 Soient une fonction int, un ensemble I et et un langage L satisfaisant les condi-
tions 1 et 2 ci-dessus. Pour toute partie e = {x1, . . . , xn} de I, si int est de´finie pour toute partie
e = {x1, . . . , xn} ⊆ I par :
int(e) = int({x1}) ∧L · · · ∧L int({xn})
alors int(e) est le plus spe´cifique parmi les termes t de L tels que e ⊆ ext(t).
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Preuve
Posons int(e) = int({x1})∧L · · · ∧L int({xn}). Par de´finition int(e) est le plus grand minorant
des int({xi}), donc :
– ∀t tel que ∀xi int({xi})  t, on a int(e)  t. Or par de´finition, int({x})  t ⇔ x ∈ ext(t),
donc ∀t tel que ∀xi, xi ∈ ext(t), on a int(e)  t.
– ∀xi, xi ∈ ext(int(e)).
On en conclut que int(e) est le plus grand e´le´ment de L dont l’extension contient e = {x1, . . . , xn}.
✷
Nous allons maintenant voir que P(I), L, int et ext sont lie´s dans une correspondance de Ga-
lois. Les principales de´finitions, preuves et re´sultats concernant les correspondances et treillis de
Galois sont pre´sente´es entre autres dans [Bir73],[DP02], et, refle´tant l’activite´ pionnie`re de l’e´cole
franc¸aise de Mathe´matiques pour les Sciences sociales, dans [BM70, Mon03], En particulier le livre
re´cent et tre`s complet de N. Caspard, B. Leclerc et B. Monjardet [CLM07] ainsi que l’article de
revue de N. Caspard et B. Monjardet [CM03] sont d’une lecture tre`s enrichissante, de meˆme que
le re´sume´ des travaux de V. Duquenne [Duq99], notamment sur la base d’implications minimale
associe´e a` un treillis de Galois. D’autres re´sultats et algorithmes sur les treillis de Galois rede´finis
dans le champ, tre`s actif e´galement, de l’Analyse Formelle de Concepts apparaissent dans [GW99].
Dans ces dernie`res pre´sentations, le treillis de Galois est de´fini relativement a` la correspondance
de Galois d’une relation entre deux ensembles I et A, ou` A est un ensemble d’attributs, et est donc
de´fini entre P(I) et L = P(A), avec l’inclusion ensembliste comme ordre partiel. Cependant, dans
le domaine de l’Apprentissage Artificiel, J-G. Ganascia a propose´ une formulation de l’apprentis-
sage supervise´ et de la construction de the´ories, utilisant une correspondance de Galois entre un
langage L plus ge´ne´ral qu’un ensemble de parties, et P(I)[Gan93]. M. Liquie`re et J. Sallantin ont
e´tendu cette formulation a` des langages dont les e´le´ments sont des graphes, et propose´ un algo-
rithme de construction du treillis de Galois correspondant [LS98]. Plus re´cemment, l’Analyse des
Objets Symboliques[BD00], et l’Analyse des Concepts Logiques de S. Fe´rre´ [CFRD07, CFRD08]
de´finissent le treillis de Galois de correspondances portant e´galement, pour la partie intensionnelle,
sur des langages plus larges. Nous avons propose´ une pre´sentation e´tendue de la notion de treillis
de Galois [PRSV02], dans le but de faire varier, d’une part, la notion d’extension, en restreignant
ainsi P(I) a` un sous-ensemble E ⊆ P(I), de manie`re a` introduire une notion d’abstraction exten-
sionnelle, et d’autre part, le langage L utilise´ et qui pourra e´galement eˆtre soumis a` une forme
d’abstraction intensionnelle. Dans la suite du papier nous appelons treillis de Galois la structure
formelle que nous de´finissons ci-dessous et qui est simplement le treillis de la correspondance de
Galois entre deux treillis quelconques, et re´servons le terme treillis de concepts aux treillis de
Galois pre´sente´s dans [GW99].
2.1.3 Correspondance de Galois
De´finition 2 (Treillis) Un ensemble partiellement ordonne´ (P,≤)est
– un sup-demi-treillis si a` toute paire d’e´le´ments (x, y) de P on peut associer une borne
supe´rieure (ou unique plus petit majorant) x ∨ y :
x ∨ y ≥ x, x ∨ y ≥ y et pour tout u tel que u ≥ x et u ≥ y on a u ≥ x ∨ y.
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– un inf-demi-treillis si a` toute paire d’e´le´ments (x, y) de P on peut associer une borne infe´rieure
(ou unique plus grand minorant) x ∧ y :
x ∧ y ≤ x, x ∧ y ≤ y et pour tout u tel que u ≤ x et u ≤ y on a u ≤ x ∧ y.
– un treillis s’il est a` la fois un sup-demi-treillis et un inf-demi-treillis
On remarque que pour un obtenir un treillis a` partir d’un inf-demi-treillis fini P , il suffit de
s’assurer qu’il y a un unique e´le´ment maximal dans P , ou de l’ajouter. Nous noterons ⊤ cet e´le´ment
maximal. En effet, dans ce cas il y a e´galement un unique plus petit majorant t1 ∨ t2 pour toute
paire d’e´le´ments {t1, t2}. La figure 2.1 en donne la preuve.
p q
t1 t2
p ∧ q = t1 ∨ t2
Figure 2.1 – Si p et q sont deux majorants minimaux de t1 et de t2, alors p ∧ q est aussi majorant de t1
et de t2 : en effet p∧ q est la borne infe´rieure (plus grand minorant) de p et de q, et t1 et t2 e´tant aussi des
minorants de p et de q, ne´cessairement p∧ q est plus grand que t1 et plus grand que t2. On en de´duit que
p ∧ q e´tant plus petit que p et q, qui e´taient tous les deux minimaux, on a donc p = q = t1 ∨ t2. Notons
qu’un majorant de t1 et de t2 existe toujours puisque ⊤ est un majorant de tous les e´le´ments de P .
Le meˆme raisonnement permet d’obtenir un treillis a` partir d’un sup-demi-treillis fini. Nous
utiliserons cette proprie´te´ pour construire des abstractions au chapitre suivant :
Proposition 2 Soit P un ensemble fini partiellement ordonne´ pour la relation ≤P .
– Si P est un inf-demi-treillis, alors P ∪ {⊤}, ou` ⊤ est maximal pour ≤P dans P , est un
treillis.
– Si P est un sup-demi-treillis, alors P ∪ {⊥}, ou` ⊥ est minimal pour ≤P dans P , est un
treillis.
Nous aurons besoin dans ce qui suit pour le langage intensionnel L, et au chapitre 3 pour P(I)
de la de´finition des e´le´ments ∨-irre´ductibles (”ou” irre´ductibles, ou encore sup-irre´ductibles) d’un
treillis. Les e´le´ments ∨-irre´ductibles d’un sup-demi-treillis T sont ceux, excepte´ ⊥ qu’on ne peut
engendrer en appliquant l’ope´rateur ∨ a` d’autres e´le´ments de T 4. [DP02, BM70]. Il est d’usage de
les de´finir pour un treillis :
De´finition 3 Soit (T,≤) un treillis fini, un e´le´ment t de T est dit ∨-irre´ductible si :
4. Les e´le´ments ∧-irreductibles se de´finissent d’une manie`re duale.
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– t 6= ⊥ et
– t = a ∨ b implique t = a ou t = b.
Remarquons qu’un sup-demi-treillis e´tant par de´finition clos par l’ope´rateur ∨, les e´le´ments ∨-
irre´ductibles permettent d’engendrer tout le sup-demi-treillis (a` l’exception de l’e´le´ment minimal
⊥, si celui-ci existe). Par exemple, dans le treillis P(I) des parties d’un ensemble I fini, les e´le´ments
∨-irre´ductibles sont les e´le´ments de I : toute partie est obtenue comme re´union de ces e´le´ments 5.
Dans ce cas il s’agit des e´le´ments minimaux mais ce n’est pas toujours vrai 6.
De´finition 4 (Correspondance de Galois ) Soient m1 : P → Q et m2 : Q → P des fonctions
de´finies sur deux ensembles ordonne´s (P,≤P ) et (Q,≤Q). (m1,m2) est une correspondance de
Galois si pour tout p, p1, p2 de P et pour tout q, q1, q2 de Q :
C1- p1 ≤P p2 ⇒ m1(p2) ≤Q m1(p1)
C2- q1 ≤Q q2 ⇒ m2(q2) ≤P m2(q1)
C3- p ≤P m2(m1(p)) et q ≤Q m1(m2(q))
Nous rappelons ci-dessous la de´finition d’un ope´rateur de fermeture :
De´finition 5 (Fermeture) w est un ope´rateur de fermeture sur un ensemble partiellement or-
donne´ (P,≤) ssi pour tout couple (x, y) d’e´le´ments de P on a :
- x ≤ w(x) (extensivite´)
- Si x ≤ y alors w(x) ≤ w(y) (monotonie)
- w(x) = w(w(x)) (idempotence)
Un e´le´ment de P tel que x = w(x) est appele´ un e´le´ment ferme´ (ou clos) relativement a` w.
Le treillis de Galois G(P,m1, Q,m2) dont chaque e´le´ment est un couple de ferme´s respective-
ment de P et de Q est de´fini de la manie`re suivante :
Proposition 3 (Treillis de Galois) Soient m1 : P → Qet m2 : Q→ P deux fonctions de´finies
sur les treillis (P,≤P ) et (Q,≤Q), tels que (m1,m2) est une correspondance de Galois.
Soit G = {(p, q)}, ou` p est un e´le´ment de P et q un e´le´ment de Q, tels que p = m2(q) et q = m1(p)
Soit ≤ la relation de´finie par : (p1, q1) ≤ (p2, q2) ssi q1 ≤Q q2.
(G,≤)est un treillis appele´ treillis de Galois avec :
(p1 ∧P p2,m1 ◦m2(q1 ∨Q q2)) comme borne supe´rieure et
(m2 ◦m1(p1 ∨L p2), q1 ∧Q q2) comme borne infe´rieure
Nous avons alors les proprie´te´s suivantes :
Proposition 4
1. Dans une correspondance de Galois, m2 ◦m1 et m1 ◦m2 sont des ope´rateurs de fermeture
respectivement pour P et Q.
2. Soient p ∈ P et q ∈ Q alors m2(q) et m1(p) sont des e´le´ments ferme´s respectivement de P
et de Q.
5. Pre´cise´ment par re´union des singletons de P(I).
6. Par exemple, dans un treillis d’intervalles, les e´le´ments ∨-irre´ductibles ne sont pas les e´le´ments minimaux.
2.1. INTENSIONS, EXTENSIONS, ORDRE PARTIELS 17
3. On a m1(m2 ◦m1(p)) = m1(p) et m2(m1 ◦m2(q)) = m2(q).
4. Si on conside`re les relations d’e´quivalences ≡P et ≡Q de´finies respectivement par p ≡m1 p
′
ssi m1(p) = m1(p′) et q ≡m2 q
′ ssi m2(q) = m2(q′), alors m2(m1(p)) et m1(m2(q)) sont
respectivement l’unique plus grand e´le´ment de la classe d’e´quivalence de ≡m1 qui contient p
et l’unique plus grand e´le´ment de la classe d’e´quivalence de ≡m2 qui contient q.
5. Pour toute paire p1, p2, de P on a m1(p1) ∧Q m1(p2) = m1(p1 ∨P p2)
6. Pour toute paire q1, q2, de Q on a m2(q1) ∧P m2(q2) = m2(q1 ∨Q q2)
2.1.4 Treillis de Galois des intensions/extensions sur P(I)
Conside´rons le langage P = L, l’ensemble Q = P(I) des parties de l’ensemble d’instances I.
ainsi que les fonctions m1 = ext et m2 = int de´crites au paragraphe 2.1.2. L e´tant un inf-demi-
treillis est aussi un treillis d’apre`s la proposition 2 en lui ajoutant si ne´cessaire un e´le´ment maximal
⊤. P(I) est un treillis pour ⊆ avec ∨Q = ∪ et ∧Q = ∩.
On a alors :
– C1 : t1  t2 ⇒ ext(t2) ⊆ ext(t1) d’apre`s la proposition 1
– C2 : e1 ⊆ e2 ⇒ int(e2)  int(e1). En effet, on a alors e2 = e1 ∪ (e2 − e1) et donc, int(e2) =
int(e1)∧L int(e2−e1) d’apre`s la proposition 1 et donc int(e2)  int(e1) d’apre`s la de´finition
de ∧L.
– C3-
– t  int(ext(t))
Soit ext(t) = {x1, . . . , xn}. Selon la la proposition 1, on a int(ext(t)) = int({x1} ∧L · · · ∧L
int({xn}). Or selon la condition 1 caracte´ristique de int (cf proposition 1), on a pour tout
i, int({xi})  t. On en de´duit que int(ext(t))  t.
– e ⊆ ext(int(e))
A tout x ∈ e on associe, d’apre`s la condition 1, int({x}) l’unique plus grand e´le´ment de
L dont l’extension contient x. On a donc {x} ⊆ ext(int({x}). Par ailleurs comme{x} ⊆ e,
on a d’apre`s C2 int(e)  int({x}) et donc, d’apre`s C1, ext(int({x})) ⊆ ext(int(e)). On
en conclut que pour tout x de e, {x} ⊆ ext(int(e)), et donc e ⊆ ext(int(e)).
On en conclut :
Proposition 5 (ext, int) forme une correspondance de Galois sur les treillis L et P(I)
En de´coulent les proprie´te´s suivantes pour deux ferme´s t1 et t2 de L :
1. Leur borne supe´rieure dans le treillis des ferme´s de L, c’est a` dire le moindre ge´ne´ralise´ de
t1 et de t2, est (t1 ∧L t2).
2. Leur borne infe´rieure dans le treillis des ferme´s de L, c’est a` dire le moindre spe´cialise´ de t1
et de t2, est int ◦ ext(t1 ∨L t2).
3. int(e1 ∪ e2) = int(e1) ∧L int(e2).
4. ext(t1 ∨L t2) = ext(t1) ∩ ext(t2).
Les proprie´te´s 1 et 3 permettront une exploration ascendante (bottom-up, du plus spe´cifique
au plus ge´ne´ral) d’un espace de termes ferme´s, en partant des exemples positifs. La proprie´te´
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2 permet l’exploration descendante (du plus ge´ne´ral au plus spe´cifique) de ce meˆme espace. La
proprie´te´ 4 permet de parcourir un espace d’hypothe`ses en faisant des intersections d’extensions,
ce qui sera utilise´ au chapitre 4 pour la recherche de motifs re´pe´te´s.
Le treillis de Galois G(L, ext,P(I), int) servira par la suite d’origine a` un ensemble partiel-
lement ordonne´ de treillis abstraits, intensionnellement ou extensionnellement. La proposition 4
dit en particulier que la classe d’e´quivalence de ≡L correspondant a` l’extension e ⊆ I, a comme
repre´sentant un e´nonce´ ferme´ c pour int◦ext : l’e´le´ment le plus spe´cifique de la classe, et appartient
en conse´quence au noeud (e, c) du treillis de Galois G(L, ext,P(I), int).
2.2 Exploration d’un espace quotient en apprentissage su-
pervise´
Nous nous sommes inte´resse´s a` l’espace de recherche parcouru, dans le cadre de l’apprentissage
supervise´ de type apprentissage par re`gles. Selon la strate´gie separate and conquer [Fu¨r99] a` chaque
ite´ration l’espace d’hypothe`ses partielles, que nous appellerons par la suite termes, est explore´ a`
la recherche d’un meilleur terme conjonctif (ou d’une meilleure re`gle) selon une certaine fonction
d’e´valuation. De nombreux syste`mes d’apprentissage par re`gles sont fonde´s sur l’exploration de
cet espace, soit de manie`re descendante(top-down) (par exemple CN2[CB91], RIPPER[Coh95],
AQ[WMKP06]), c’est a` dire en partant de l’e´nonce´ le plus ge´ne´ral (⊥L), soit de manie`re ascen-
dante (bottom-up)(DLG[WA92], Golem[MF90], LCSLearnDisj[CH94]) ou bidirectionnelle (JOJO
[FW93]). Quelques syste`mes, comme RISE[Dom96], utilisent une strate´gie globale : une hypothe`se
comple`te, constitue´e de plusieurs termes conjonctifs, est recherche´e.
2.2.1 Langage et Apprentissage
Nous traitons dans ce qui suit essentiellement de langages L propositionnels ou d’ordre 0, par
oppositions aux langages relationnels ou d’ordre 1. En apprentissage supervise´ symbolique, ce qui
signifie ici que l’on cherche les solutions dans un langage d’hypothe`ses L soumis a` un ordre partiel,
les exemples sont en ge´ne´ral de´crits sous la forme d’une table attribut-valeur dont les attributs
sont de diffe´rents types en fonction du domaine des valeurs : boole´ennes, nominales, ordonne´es ou
nume´riques. Le langage L dans lequel on cherche les solutions est en partie contraint par cette
repre´sentation, mais re´sulte d’un choix, e´claire´ par les connaissances concernant le proble`me 7.
Remarquons que la convention veut qu’on conside`re en apprentissage l’ordre partiel du plus
ge´ne´ral (e´le´ment d’extension maximale, sommet ou top) au plus spe´cifique (e´le´ment minimal, base
ou bottom)), c’est a` dire suivant l’ordre extensionnel. Notre e´le´ment minimal ⊥L devient alors
l’e´le´ment maximal selon cet ordre, d’ou` le terme top-down. Cette convention va dans le sens de
la de´nomination des ope´rateurs ET et OU en logique qui suivent aussi naturellement cet ordre
extensionnel 8. Ainsi, dans un langage de termes conjonctifs, (a ET b) ∨L (b ET c) correspond
a` la moindre spe´cialisation de (a ET b) et de (b ET c), c’est dire (a ET b ET c). De meˆme,
(a ET b) ∧L (b ET c) est la ge´ne´ralisation maximalement spe´cifique de (a ET b) et de (b ET c),
7. Nous verrons au chapitre suivant que l’on peut choisir celui-ci dans un espace de langages {Li} lui meˆme
partiellement ordonne´.
8. Les animaux grands ET stupides sont l’intersection des animaux grands ET des animaux stupides.
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c’est a` dire ici b. Dans la suite de ce chapitre, nous noterons ET , OU les ope´rateurs logiques.
Une manie`re ge´ne´rique de proce´der consiste a` associer chaque attribut a a` un treillis de parties
Ta de son domaine Da. Ainsi si a est une forme avec Da = {rectangle, losange, triangle}, on
peut conside´rer Ta = {rectangle, losange, triangle, quadrilate`re,⊤a,⊥a} ou` quadrilate`re repre´sente
{rectangle, losange}, et ⊤ et ⊥ respectivement Da et ∅. L’attribut a est ici repre´sente´ par une
hie´rarchie. Un exemple de terme de L serait par exemple t = forme-quadrilate`re. Supposons
e´galement que b soit une couleur parmi {bleu, rouge, vert} et qu’on conside`re Tb constitue´ seulement
de ces valeurs et de Db et ∅. Un autre exemple de terme de L est alors t = forme-quadrilate`re ET -
couleur-rouge. Ici on a choisi de ne pas conside´rer les sous-ensembles de 2 couleurs dans L.
Les e´le´ments ∨L-irre´ductibles sont alors ceux qui permettent de spe´cialiser un terme cou-
rant. Il y a une unique repre´sentation maximale de tout e´le´ment de L en en e´le´ments ∨L-
irre´ductibles, et lorsque le treillis est distributif 9, il y a e´galement une unique repre´sentation
minimale. Les spe´cialisations envisage´es sont alors de la forme (t ∨L o) ou` o est un e´le´ment
∨L-irre´ductible, ce qui assure de conside´rer tout L lors d’une exploration par spe´cialisation.
Pour reprendre l’exemple pre´ce´dent, a` chaque attribut est associe´ un ensemble d’e´le´ments ∨L-
irre´ductibles, et pour l’attribut forme, il s’agit d’une hie´rarchie et donc tous les e´le´ments sont ∨L-
irre´ductibles (ne peuvent eˆtre obtenus par spe´cialisation) sauf ⊥L (qui est exclus par de´finition)
et ⊤L (qui comme e´le´ment maximal est obtenu comme ∨L de toutes les feuilles). Il s’agit donc
de O = {forme-rectangle, forme-losange, forme-triangle, forme-quadrilate`re}. La figure Figure 2.2
repre´sente ce treillis de formes ainsi qu’un treillis d’intervalles.
Figure 2.2 – A gauche un treillis d’intervalles repre´sentant le domaine d’un attribut nume´rique, a` droite
une hie´rarchie. En bleu (ou gris) les noeuds ∨L-irre´ductibles. Dans le cas nume´rique, par exemple, x ∈ [2, 3]
n’est pas irre´ductible car il peut eˆtre obtenu comme x ∈ [1, 3] ∨L x ∈ [2, 4].
De cette manie`re les connaissances du domaine sur les attributs sont inte´gre´es a` la structure
de L [Gan93]. Cependant les programmes d’apprentissage de re´fe´rence ne permettent pas une
telle souplesse de repre´sentation, et se limitent a` associer a` chaque attribut le type nominal ou
9. c’est-a`-dire pour tout triplet d’e´le´ments de L, a, b, c on a a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c), ce qui est le cas par
exemple pour les treillis isomorphes au treillis P(A) des parties d’un ensemble A, ou pour le treillis des intervalles
entiers entre un singleton [i, i] et [1, . . . , i, . . . , n], ainsi que pour les produits carte´siens de tels treillis
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nume´rique. Une alternative, que nous utilisons dans les programmes pre´sente´s au paragraphe sui-
vant, est d’associer a` chaque e´le´ment du treillis de valeur de chaque attribut un atome, repre´sentant
la contrainte correspondante. On obtient ainsi un treillis atomique (en bijection avec le treillis des
parties de l’ensemble des atomes). Dans l’exemple ci-dessus un exemple rectangle rouge x sera
repre´sente´ par x˙ = rectangle ET quadrilate`re ET rouge. Dans le cas de l’apprentissage d’une fonc-
tion boole´enne nous aurons deux atomes x = V , x = F , ou plus simplement x et not − x, pour
chaque attribut. La repre´sentation du treillis d’intervalles d’un attribut nume´rique x est faite par
un ensemble d’atomes de la forme {x ≤ xi, x > xi}. La the´orie du domaine, qui inclut ici des
contraintes cache´es comme (x ≤ xi ET xi < xk ⇒ x ≤ xk) n’est plus inte´gre´e a` L. Cependant
elle est implicite dans la repre´sentation des exemples, et donc dans le treillis de Galois associe´ aux
exemples.
2.2.2 Apprentissage dans un espace quotient
Nous avons mene´ avec Pierre Bre´zellec et Marc Champesme une se´rie de travaux sur l’appren-
tissage par exploration d’un espace de recherche organise´ par un ordre partiel tel que de´fini au
paragraphe 2.1.1. Dans ce qui suit, nous conside´rons que nous avons a` faire a` un proble`me d’ap-
prentissage d’un concept repre´sentable dans un langage H = Lm, ou` m ≤ |X | : un concept devra
donc eˆtre repre´sentable par un e´nonce´ h d’au plus m termes hi de L. On dispose d’un ensemble
d’exemples E munis d’un label + ou − permettant de partitionner E en E+ et E−. Les exemples
de E+ devront eˆtre dans l’extension de l’hypothe`se solution h ∈ H, et ceux de E− ne pas eˆtre
dans l’extension de h. Nous e´crirons h = h1 OU . . . OU hn avec la se´mantique classique :
x ∈ ext(h1 OU h2) ssi x ∈ ext(h1) ou x ∈ ext(h2)
ou` chaque hi est un terme du langage L que nous supposons ve´rifier les conditions de la
proposition 1 et donc ve´rifier la proposition 2 : (int, ext) forme une correspondance de Galois.
Toute exploration d’un tel espace de recherche H part d’un e´le´ment h de H et suit l’ordre
partiel a` l’aide d’ope´rateurs de spe´cialisation pour les approches top-down, ou d’ope´rateurs de
ge´ne´ralisation pour les approches bottom-up.
Avec Pierre Bre´zellec, nous avons travaille´ d’abord sur des algorithmes bottom-up. Dans ce type
d’algorithme, l’ope´rateur e´le´mentaire de ge´ne´ralisation dans L est la ge´ne´ralisation maximalement
spe´cifique (msg ou lcs ou encore lgg) dans L. Pre´cise´ment, on conside`re les ge´ne´ralisations possibles
d’un terme courant t, par un exemple positif repre´sente´ par son plus petit ge´ne´ralise´ x˙. Par
construction un tel terme s’e´crit t = int(e), ou` e est une partie de E+, et sa ge´ne´ralisation
maximalement spe´cifique avec x s’e´crit donc t′ = int(e ∪ {x}) = t ∧L x˙
10. L’espace explore´ est
donc re´duit, relativement a` L.
Dans notre premier travail, l’espace parcouru est celui des hypothe`ses comple`tes de H, h =
h1OU . . . hn. Le syste`me SAMIA [BS93b] utilise des ope´rateurs de ge´ne´ralisation et de spe´cialisations
d’une hypothe`se comple`te : des termes hi peuvent eˆtre oˆte´s de h (ge´ne´ralisation), ou ajoute´s
(spe´cialisation), ou encore modifie´s par ge´ne´ralisation par t ∧L e˙, l’ensemble des modifications
possibles repre´sentant le voisinage de h. Apre`s l’application de chaque ope´rateur, on ve´rifie qu’un
des termes n’est pas plus spe´cifique qu’un autre, auquel cas il est supprime´, re´duisant ainsi la
10. c’est-a`-dire lgg(t, x˙).
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taille de h. L’exploration utilise une me´thode de recuit simule´ [GKR94] : un voisin de l’hypothe`se
courante h est tire´ au hasard, s’il est meilleur que h (au sens d’une fonction d’e´valuation) il
remplace celui-ci, sinon avec une probabilite´ de´croissante au cours de l’exploration, il peut tout
de meˆme eˆtre choisi. La probabilite´ e´tant de´croissante, l’exploration finit par trouver une mini-
mum local de la fonction d’e´valuation. Celle-ci est l’erreur empirique erremp(h), une estimation,
sur les donne´es d’apprentissage, de la probabilite´ d’erreur de classement par h d’une nouvelle
instance. Nous utiliserons e´galement par la suite comme fonction d’e´valuation la justesse empi-
rique Jemp(p) = 1−erremp(h). Pendant son doctorat M’hammed Henniche a de´veloppe´ MG
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me´thode globale bottom-up plus directe que SAMIA, proche de RISE et DLG, et utilisable dans
une approche incre´mentale. La me´thode re´sultante, MGI [Hen94, Hen97], sera utilise´e par la suite
comme me´canisme de re´vision dans une me´thode d’apprentissage collectif de´crite au chapitre 5. La
pre´occupation dans cette me´thode en-ligne est de minimiser les modifications a` faire pour re´viser
une solution courante lorsque de nouveaux exemples sont rec¸us.
Cependant l’exploration globale est parfois difficile a` optimiser, lorsque l’espace de recherche
est grand. Nous avons alors utilise´ dans ELENA [BS93a] la construction se´quentielle des termes
base´e sur l’algorithme glouton de recouvrement de l’ensemble E+ par un sous-ensemble minimal
de parties. Cet algorithme doit son succe`s a` ses garanties d’approximation tre`s inte´ressantes pour
un algorithme polynomial[Vaz06] et est au coeur de la strate´gie separate and conquer, avec un
certain nombre de variantes. Le principe est simple : on cherche un meilleur terme h1, au sens ou`
il est cohe´rent et maximise le nombre d’exemples positifs couverts (c’est-a`-dire qui satisfont h).
Ces exemples couverts sont retire´s de E+ et on cherche un deuxie`me terme cohe´rent et maximisant
le nombre d’exemples de E+ couverts, et ainsi de suite jusqu’a` ce que E+ soit vide. On obtient
donc, sauf si c’est impossible, une hypothe`se h = h1OU . . . OUhn comple`te et cohe´rente et dont
le nombre de termes est (approximativement) minimal. Dans ELENA, comme dans Golem ou
LCSLLearnDisJ, chaque recherche d’un meilleur terme hi se fait avec une exploration bottom-up
de type beam-search. On part d’exemples positifs plonge´s dans L, {x˙ . . .}, qui intialisent une liste
de candidats a` la ge´ne´ralisation, et de leurs voisins par ge´ne´ralisation minimale, {(x˙ ∧L x˙
′), . . .},
parmi lesquels on se´lectionne les k meilleurs selon la fonction d’e´valuation. Il s’agit ici de la justesse
empirique a` laquelle est ajoute´e la contrainte de cohe´rence : aucun (ou e´ventuellement moins de p)
exemple ne´gatif ne doit satisfaire le candidat x˙∧L x˙
′. Les k e´nonce´s retenus {h1, . . . , hk} forment la
nouvelle liste de candidats, et sont a` leur tour minimalement ge´ne´ralise´s en {(hi∧L x˙
′) . . .}, termes
parmi lesquels on se´lectionnera de nouveau les k meilleurs candidats. On maintient au cours de
l’exploration le meilleur candidat trouve´ hsol. Lorsque la liste de candidats devient vide, hi = hsol
est l’hypothe`se partielle ajoute´e a` l’hypothe`se courante h.
C’est e´galement au cours de ce travail qu’est apparue clairement le fondement the´orique de cette
re´duction de l’espace de recherche aux ge´ne´ralisations minimales de parties de E+. Les e´le´ments
de cet espace re´duit sont appele´s prototypes et ne sont autres que les repre´sentants maximaux des
classes d’e´quivalences de ≡ extE+ (de´finies sur extE+), et donc les ferme´s de L relativements a`
int ◦ extE+ , autrement dit les intensions des noeuds du treillis de Galois G(L, extE+ ,P(E
+), int).
Cet espace re´duit a la proprie´te´ suivante :
Proposition 6 pour tout terme t de l’espace initial, il y a un prototype p tel que extE+(p) =
11. MG a eu un pre´curseur, APPTMS, dont les ope´rateurs e´tait issus d’une inversion des ope´rateurs de l’ATMS
de De Kleer.
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extE+(t) et extE−(p) ⊆ extE−(t), et donc Jemp(p)  Jemp(t).
Cela signifie que l’espace re´duit contient donc force´ment le terme maximisant Jemp.
Cependant, a` l’encontre des solutions trouve´es par les me´thodes top-down, pour lesquelles on
arreˆte la spe´cialisation de`s que possible, un prototype p peut eˆtre e´quivalent, sur E, a` un terme t
plus ge´ne´ral. Pour donner un exemple simple, supposons que nous ayons deux exemples positifs,
dans un langage sans ne´gation, x˙1 = abc et x˙2 = abd et un exemple ne´gatif be. Le prototype trouve´
sera x˙1 ∧L e˙x = ab et il est tel que extE(ab) = extE(a). Le terme a est un terme maximalement
ge´ne´ral de la classe d’e´quivalence de ab sur E :
Proposition 7 Si t est un ferme´ de extE+ , t est aussi un ferme´ de extE.
Soit une classe d’e´quivalence de ≡extE , d’extension e ⊆ E.
– Le prototype t est le terme maximal de la classe e.
– Soit m tel que si x ≺ m, alors extE(x) ⊃ e, m est un terme minimal de la classe e.
Les termes minimaux sont ceux trouve´s classiquement par les me´thodes top-down. La question
de savoir si un terme minimal est pre´fe´rable a` un terme maximal est cependant une question
qui peut eˆtre diffe´re´e apre`s l’exploration : il est toujours possible de se ramener a` un e´quivalent
minimal lorsqu’on parcourt une espace re´duit, ce que fait ELENA.
Cependant, dans certaines conditions les me´thodes bottom-up ne sont pas satisfaisantes, prin-
cipalement lorsqu’il est difficile de se diriger au de´but de l’exploration car aucune hypothe`se ne
semble meilleure qu’une autre (phe´nome`ne de plateau). Il en re´sulte que les choix de ge´ne´ralisations
peuvent eˆtre malencontreux[Fu¨r02]. De plus si l’espace des termes candidats est re´duit, chaque
terme peut-eˆtre atteint par plusieurs ge´ne´ralisations de sous-ensembles d’exemples, par exemple
si la taille de L est re´duite mais que |E| est grand, ce qui peut rendre inefficace (en ressources) la
recherche.
Ceci nous a amene´s a` conside´rer le parcours top-down d’un espace re´duit en tant qu’espace
quotient : l’ide´e est alors d’utiliser un ope´rateur de spe´cialisation garantissant de passer de classe
d’e´quivalence en classe d’e´quivalence. Nous avons propose´ un tel parcours de l’espace quotient
relativement a` ≡E en modifiant l’algorithme d’apprentissage top-down CN[CB91]. CN est un
algorithme d’apprentissage supervise´ multi-classe qui construit une liste de de´cision, c’est a` dire un
ensemble ordonne´ de re`gles associe´es chacune a` un label de classe parmi n. Deux imple´mentations
de CN explorant l’une l’espace original, l’autre l’espace quotient sont compare´es dans [BS94] et les
gains obtenu en temps et en nombre de termes explore´s dans l’espace quotient sont mis en e´vidence
expe´rimentalement, en particulier sur des proble`mes ayant une the´orie du domaine (cache´e). Le
lien est fait dans ce travail avec la notion de correspondance de Galois entre treillis d’instance et
treillis de termes propose´e par J-G. Ganascia [Gan93].
Marc Champesme a explore´ cette notion de re´duction dans le cadre de la programmation
logique inductive [CBS95] et des graphes conceptuels [Cha95]. Le passage a` l’ordre 1 engendre
plusieurs difficulte´s : suivant la relation d’ordre utilise´e, l’espace d’hypothe`se peut eˆtre infini et
les termes maximaux de tre`s grande taille (sous θ-subsomption), ou encore non uniques (sous
OI-subsomption). Par exemple, lorsque la lgg n’est pas unique, L n’est pas un treillis et il n’y a
plus de notion de fermeture. Ne´anmoins, il reste possible de parcourir l’espace quotient, bien que
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plus difficilement puisqu’il y a plusieurs chemins d’une classe a` une autre et qu’il faut pre´server la
comple´tude de l’ope´rateur de spe´cialisation.
Nous avons ensuite introduit un ope´rateur de spe´cialisation dans l’espace des termes ferme´s
relativement a` E+, c’est a` dire l’espace quotient relativement a` ≡E+ parcouru par les approches
bottom-up comme ELENA. Pour traiter les proble`mes multi-classes ELENA, contrairement a`
CN, utilise le fait que la strate´gie separate and conquer pour l’apprentissage d’une hypothe`se
h1 OU . . . OU . . . hk peut eˆtre efficacement e´tendue aux proble`mes a` n-classes selon l’approche
one vs all [RK04] en construisant se´pare´ment des hypothe`ses pour E+ = E1 vs E− = E2∪· · ·∪En,
puis pour E+ = E2 vs E− = E1 ∪ E3 ∪ · · · ∪ En, jusqu’a` construire une hypothe`se pour E
+ =
En vs E− = E1 ∪ · · · ∪ En−1. Pour chaque terme de chaque hypothe`se, le programme TABATA
[BS98b], explore de manie`re bi-directionnelle, guide´e par une recherche taboue[Glo90], l’espace
quotient relativement a` E+ : a` chaque pas d’exploration, le voisinage dans l’espace quotient du
terme courant t est constitue´ de ses moindres ge´ne´ralise´s de la forme t∧Lx˙ ainsi que de ses moindres
spe´cialise´s, dans l’espace re´duit, de la forme int◦extE+(t∨La), ou` a est un e´le´ment ∨L-irre´ductible
de L. La me´thode tabou consiste a` toujours aller vers le meilleur voisin, meˆme si celui-ci est moins
bon que le terme d’origine, mais apre`s un pas dans le voisinage l’e´le´ment atteint est mis sur une
file tabou de taille limite´e, ce qui permet d’e´chapper a` certains optima locaux. TABATA a de
tre`s bons re´sultats, y compris sur des proble`mes difficiles pour les me´thodes top-down, comme la
fonction XOR (sous le nom even-parity). Une autre observation porte sur la me´thode de de´cision.
En effet en conservant apre`s l’apprentissage d’un proble`me n-classes les hypothe`ses H1, . . . , Hn
sous leur forme de prototypes, et en utilisant, une me´thode de classification des instances de type
plus proche prototype voisin, on peut, sur certains proble`mes obtenir de forts gains en justesse
sur des donne´es test. Cette technique de classification utilise´e par S. Salzberg [Sal91] et par P.
Domingos [Dom96], a l’avantage de remplacer au moment de la classification les conflits (l’instance
satisfait plusieurs hypothe`ses Hi) par des silences (l’instance ne satisfait aucune hypothe`se Hi),
ce qui permet d’utiliser la distance aux prototypes comme crite`re robuste de classification. Sur le
proble`me waveform teste´ (3 classes), la solution H ′1, . . . , H
′
3, e´quivalente sur E a` H1, . . . , H3, mais
dont les termes sont minimaux, obtient des justesses comparables a` CN ou CART, et est domine´e
(de ≈ 0.11) par la solution de termes maximaux utilisant la notion de distance pre´cite´e.
Ces approches ont des liens avec les travaux en apprentissage supervise´ utilisant les treillis
de Galois (ou treillis de concepts) mene´s a` la meˆme e´poque, sous la direction de J. Sallantin
a` Montpellier, par M. Liquie`re et E. Mephu-Nguifo [LM90, NN97] et proposant des syste`mes
d’apprentissage par re`gles construisant la partie supe´rieure du treillis de Galois. Notre approche se
diffe´rencie par l’introduction d’ope´rateurs de raffinement permettant de passer de ferme´s en ferme´s
pendant une exploration classique de l’espace de termes, par opposition a` l’exploration guide´e par
la construction partielle du treillis de Galois. Des travaux re´cents utilisent les treillis de Galois
en apprentissage supervise´, comme l’e´laboration d’un algorithme exact de construction d’arbre
de de´cision [NF07], la repre´sentation simultane´e d’un ensemble d’arbres de de´cision [BBOV09], la
constitution de l’architecture d’un re´seau multicouche a` partir des noeuds du treillis[TNT07] ou
encore pour de´finir des ensembles de termes pertinents pour une tache de discrimination [GKL08].
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2.3 Ferme´s fre´quents en fouille de donne´es
Il est a` remarquer que les e´nonce´s ferme´s ont e´te´ re´cemment tre`s e´tudie´s en Fouille de Donne´es :
il y a maintenant de nombreux algorithmes qui recherchent les motifs ferme´s fre´quents (par exemple
LCM [UAUA04]), construisant ou non le treillis associe´. Ces motifs ferme´s fre´quents, sont beau-
coup moins nombreux et repre´sentent la meˆme information du point de vue extensionnel que
les motifs fre´quents. D’un point de vue formel, le proble`me de la recherche des itemsets ferme´s
se rame`ne a` la recherche de cliques maximales bipartites dans un graphe, et donc de cliques
maximales[ZO98, LLSW05]. D’un point de vue the´orique et applicatif, la recherche de motifs
fre´quents, et ferme´s fre´quents, s’e´tend actuellement a` des formes de motifs diverses, se´quences,
graphes, arbres [PYW+08][TRS04] en raison de la pre´valence actuelle de donne´es semi-structure´es.
Remarquons toutefois que la formulation ”closed pattern“ se re´fe`re en fouille de donne´es, meˆme
dans le cas ou` le moindre ge´ne´ralise´ n’est pas unique, a` tout terme maximal dans sa classe
d’e´quivalence extensionnelle[TRS04]. Enfin, pour conclure, des travaux re´cents
Chapitre 3
Abstractions Extensionnelles et
Intensionnelles Ordonne´es
Nous nous inte´ressons ici a` la relation intension/extension avec comme pre´occupation majeure
de diminuer la taille de l’espace des couples intension/extension observe´s, tout en pre´servant l’ordre
sur cet espace. Nous de´finissons cette re´duction comme une ope´ration d’abstraction, en ce sens que
la finalite´ est de pouvoir induire ou raisonner en simplifiant, en fonction de certains a priori,
les repre´sentations. La proposition ci-dessous sera confronte´e au paragraphe 3.1.6 aux mode`les
d’abstraction rencontre´s en Apprentissage Artificiel.
3.1 Abstractions extensionnelles et intensionnelles
Je pre´sente ici la notion d’abstraction d’une manie`re diffe´rente de celle propose´e, d’une manie`re
indirecte et sans utiliser ce mot, dans les travaux commente´s aux paragraphes suivants [VS05a].
Dans ces derniers travaux, nous partons d’une notion de projection, e´galement utilise´e en Analyse
de Concepts Formels, dans le cas intensionnel, par S. Kuznetsov [GK01]. Il s’agit, d’un point de vue
ge´ne´ral, d’une fonction d’un treillis vers une partie de celui-ci pre´servant l’ordre partiel, et formant
elle-meˆme un treillis. Une projection se de´finit comme une fermeture, a` ceci pre`s que l’e´le´ment
projete´ est cette fois plus petit que son ante´ce´dent (on parle aussi d’ope´rateur d’ouverture). En
utilisant une projection sur un des treillis d’une correspondance de Galois, on change les notions
d’intension ou d’extension, et on diminue le nombre de classes d’e´quivalences correspondantes. On
aboutit ainsi a` des repre´sentations plus grossie`res. La conse´quence, recherche´e, est que le treillis
de Galois obtenu, mate´rialisant la relation entre intension et extension, soit lui meˆme le re´sultat
de la projection du treillis de Galois original. Avant de de´crire les proprie´te´s des treillis obtenus,
nous allons de´finir une notion d’abstraction, et montrer que les treillis abstraits obtenus sont les
meˆmes que les treillis obtenus par projection. L’inte´reˆt de cette nouvelle formulation est qu’elle
est constructive : ainsi de´finir une partie d’un langage qui soit le re´sultat d’une projection n’est
pas imme´diat, meˆme si le ve´rifier est simple, alors qu’a` partir de n’importe quel sous-ensemble du
langage on induit une abstraction de celui-ci.
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3.1.1 Projection d’un treillis et abstraction correspondante
Nous rappelons ci-dessous la notion ge´ne´rale de projection :
De´finition 6 (Projection) p est une projection d’un ensemble ordonne´ (M,≤) ssi pour tout
couple (x, y) d’e´le´ments de M , on a :
x ≥ p(x) (minimalite´)
Si x ≤ y alors p(x) ≤ p(y) (monotonie)
p(x) = p(p(x)) (idempotence)
On remarque que ⊥P appartient ne´cessairement a` p(P ) car pour tout e´le´ment x de P on a
p(x) ≤ x et donc en particulier p(⊥P ) ≤ ⊥P et donc p(⊥P ) = ⊥P .
Nous de´finirons une abstraction de P comme suit :
De´finition 7 (Abstraction d’un treillis) Une abstraction d’un treillis P est un sous-ensemble
de P , ferme´ pour ∨P et contenant ⊥P .
Par la suite nous conside´rons que
∨
P ∅ = ⊥P et donc que ⊥P fait partie de la fermeture par ∨P
d’une partie de P .
Une projection a aussi la proprie´te´ suivante[PRSV02] :
Proposition 8 (Treillis projete´) Soit P un treillis avec les ope´rateurs ∨P et ∧P et p une pro-
jection de´finie sur P , alors p(P ) est aussi un treillis avec les ope´rateurs ∧ et ∨ de´finis comme
suit :
p1 ∧ p2 = p(p1 ∧P p2)
p1 ∨ p2 = p1 ∨P p2
L’ope´rateur ∨ e´tant ∨P , le projete´ p(P ) d’un treillis P est donc une abstraction de P . Mais
l’inverse est aussi vrai :
Proposition 9 (Projection associe´e a` une partie C de P ) Tout sous-ensemble C d’un treillis
P est associe´ a` la projection p de´finie par p(y) =
∨
c∈C,c≤y c. p(P ) est alors le treillis de la ferme-
ture par ∨P de C.
Preuve Nous allons montrer que p est une projection de P .
1. p(y) ≤ y? p(y) est le plus petit majorant de l’ensemble d’e´le´ments c ≤ y donc p(y) ≤ y. Si
y = ⊥P alors l’ensemble des c tels que c ≤ y est vide et p(y) = ⊥P .
2. Soit x ≤ y, p(x) ≤ p(y)? x ≤ y implique que si c ≤ x alors c ≤ y donc
∨
c∈C,c≤x c ≤∨
c∈C,c≤y c.
3. pp(y) = p(y)? Soit un e´le´ment c ∈ C tel que c ≤ y. On a alors c ∈ {q ∈ C | q ≤ y}, donc
c ≤
∨
q∈C,q≤y q = p(y). En conse´quence
∨
c∈C,c≤y c ≤
∨
c∈C,c≤p(y) c et donc p(y) ≤ p(p(y)),
et d’apre`s 1 p(p(y)) ≤ p(y) et donc pp(y) = p(y).
Par ailleurs pour tout c de C on a c = p(c) car c ∈ {ci ∈ C | ci ≤ c}. p e´tant une projection
on a pour toute paire (c1, c2) d’e´le´ments de C, p(c1 ∨ c2)= p(c1) ∨ p(c2) et donc = c1 ∨ c2. Toute
disjonction d’e´le´ments de C est donc dans p(P ) et tout e´le´ment de p(P ) e´tant par de´finition une
disjonction d’e´le´ments de C, la fermeture par ∨ d’e´le´ments de C est donc p(P ).
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✷
D’autre part pour obtenir une abstraction d’un treillis P il suffit de prendre un sous-ensemble
C de P et de le fermer par ∨P . Un corollaire e´vident est que nous avons mis en bijection les
projections de P et les abstractions de P .
L’ensemble des re´sultats obtenus avec les projections concernant la relation entre intension et
extension, que nous allons re´sumer au paragraphe suivant, s’interpre`tent donc en termes d’abs-
tractions.
D’un point de vue pratique il nous sera utile de conside´rer l’ensemble des ∨-irreductibles d’une
abstraction :
Proposition 10 Soit OA l’ensemble des e´le´ments ∨-irreductibles d’une abstraction A, la projec-
tion p associe´e a` OA, p(y) =
∨
o∈OA,o≤y
o est la projection associe´e a` A.
Preuve Comme la fermeture par ∨P de OA est A, d’apre`s la proposition 9, p est associe´e a` A. ✷
Un cas particulier inte´ressant est le cas ou` OA ⊆ O : pour obtenir A, on prend une partie des
e´le´ments ∨-irreductibles et on les ferme par ∨P . Nous dirons alors que A est une abstraction directe
de P .
Nous conside´rons par la suite deux types de projections : une projection intensionnelle est une
projection sur L, et une projection extensionnelle est une projection sur P(I).
Abstractions et projections intensionnelles Nous prenons ci-dessous quelques exemples de
projection intensionnelles directes intuitives :
1. L’attribut hie´rarchique a donne´ en 2.2.1 et repre´sente´ Figure 2.2 est une forme et on conside`re
le treillis de valeurs Ta = {rectangle, losange, triangle, quadrilate`re,⊤a = forme impossible,⊥a =
forme} ou` quadrilate`re repre´sente rectangle ∧La losange et forme repre´sente rectangle ∧La
losange ∧La triangle. Tous les e´le´ments de La sont ∨-irre´ductibles sauf ⊥a et⊤a. Pour une
hie´rarchie toute abstraction est directe.
– Une manie`re intuitive d’abstraire une hie´rarchie est de ne conside´rer que les niveaux les
plus ge´ne´raux : on transforme des noeuds inte´rieurs en feuilles (leurs successeurs sont
e´limine´s). Ici la racine est ⊥b et nous appellerons feuille un e´le´ment voisin de ⊤b : en
transformant quadrilate`re en feuille on obtient O′a = {triangle, quadrilate`re}.
– En conside´rant la partie C = {rectangle, losange, triangle} on obtient l’abstraction A =
{⊤a, triangle, rectangle, losange,⊥a}. Dans la nouvelle hie´rarchie le niveau quadrilate`re a
disparu. La repre´sentation est simplifie´ mais cela peut sembler contre-intuitif de parler
d’abstraction dans la mesure ou` ce que l’on abandonne en faisant une abstraction est
souvent plus spe´cifique que ce que l’on garde. Cependant l’ide´e ici est, comme nous allons
le voir aux paragraphes suivants, que l’ensemble des couples intension/extension obtenus
avec une abstraction est un sous-ensemble de ceux obtenus sans abstraction.
2. Un treillis fini d’intervalles Lb = {]xi, xj ] | xi, xj ∈ {x0, . . . , xn}, xi < xj} est repre´sente´ par
l’ensemble de ses bornes et ses e´le´ments ∨-irre´ductibles sont de la forme ]xi, xn] ou ]x0, xj ].
En apprentissage supervise´ on conside´rera comme bornes les valeurs-frontie`res de sorte que
les exemples soient de meˆme label dans tout intervalle. De ce fait toute l’information, en ce
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qui concerne la se´paration des exemples en labels, est pre´serve´e. Par la suite une me´thode de
discre´tisation se´lectionnera un sous-ensemble de ces bornes de sorte a` satisfaire un certain
crite`re [FI93]. La se´lection de bornes correspond a` une se´lection d’e´le´ments ∨-irre´ductibles,
et conduit a` une abstraction directe B. Se´lectionner des bornes rame`ne au cas d’un treillis
d’intervalles entiers : chaque entier i est associe´ a` un intervalle ]xi−1, xi], et ainsi ]xi, xj ] est
associe´ a` l’intervalle entier [i+1 . . . j]. Si nous reprenons par exemple le treillis des intervalles
inclus dans [1..4] de la figure 2.2, les e´le´ments ∨-irre´ductibles sont [1..4], [1..3], [1..2], [1], [2..4],-
[3..4], [4].
3. De nombreux algorithmes d’apprentissage a` base de re`gles utilisent a` chaque recherche d’un
terme de la strate´gie de couverture un exemple positif particulier g, nomme´ graine, et re-
streignent L au langage Lg des termes t tels que g ∈ ext(t), c-a`-d g˙  t. Lg est une abstrac-
tion directe obtenue en se´lectionnant les e´le´ments ∨-irre´ductibles plus ge´ne´raux que g˙. Dans
l’exemple pre´ce´dent, si g˙ = [3], on obtient le treillis engendre´ par les e´le´ments ∨-irre´ductibles
[1..3], [2..4], [3..4]. Une abstraction intensionnelle peut donc faire intervenir l’extension dans
sa de´finition.
4. Le langage L = La × Lb est lui-meˆme abstrait en A × B. De plus, L a comme e´le´ments
∨-irre´ductibles les couples d’e´le´ments ∨-irre´ductibles de La et Lb. On en de´duit que les
abstractions directes de L sont les produits d’abstractions directes de La et Lb.
La figure 3.1 pre´sente les abstractions de hie´rarchie et d’arbres mentionne´es ci-dessus. On re-
 Treillis des intervalles entre [1,4] et [3,3] Abstraction de formes
Bot_x=[1,4]
[1,3] [2,4]
Top_x=[]
[3,4]
[3,3]
[2,3] Top_f = forme impossible
Bot_f = forme
forme_triangle forme_quadrilatere
Top_f = forme impossible
Bot_f = forme
forme_triangle forme_rectangle forme_losange
Figure 3.1 – A gauche l’abstraction du treillis d’intervalles de la figure 2.2 obtenue en se restreignant aux
intervalles contenant la valeur de la graine g = [3, 3]. A droite les deux abstractions de la hie´rarchie de la
figure 2.2 obtenues en e´liminant le niveau de repre´sentation interme´diaire quadrilate`re (a` gauche) et en
transformant le noeuds inte´rieur quadrilate`re en feuille (a` droite). Dans le premier cas, la de´nomination
”abstraction” peut eˆtre contre-intuitive.
marquera que certains sous-langages sont inaccessibles par abstraction intensionnelle alors meˆme
qu’ils correspondent intuitivement a` une abstraction. Dans l’exemple du treillis d’intervalles pre´ce´dent,
un treillis intuitivement plus abstrait serait obtenu en e´liminant les termes les plus spe´cifiques [1],-
[2], [3], [4], [5]. Le treillis engendre´ par ∨-fermeture de L−{[1], [2], [3], [4], [5]} contient ces e´le´ments.
Il ne s’agit donc pas d’une abstraction intensionnelle telle qu’elle est de´finie ici. Intuitivement
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l’obstacle ici est que l’on a suppose´ que pour toute instance x, son abstraction x˙ e´tait unique,
ce qui est une condition permettant de garantir l’unicite´ e´galement de toutes les ge´ne´ralisations
maximalement spe´cifiques int(e) pour tout sous-ensemble d’instance e. Lorsqu’on e´limine ici {[1],-
[2], [3], [4], [5]}, toute instance x ayant une valeur b = i aura deux intervalles minimaux [i − 1, i]
et[i, i+ i] le contenant et donc x˙ n’est plus unique.
Abstractions et projections extensionnelles En ce qui concerne les projections extension-
nelles, et les abstractions extensionnelles correspondantes, elles s’interpre`tent en conside´rant que
l’ensemble des parties P(I) d’un ensemble d’instances I = {i1, i2, . . . , in} est la fermeture par
re´union des singletons {{i1}, {i2}, . . . , {in}}. On remarque que ces singletons sont aussi les e´le´ments
∪-irre´ductibles du treillis boole´en P(I). Une abstraction extensionnelle, en ne conside´rant qu’une
partie E ⊆ P(I) ferme´e par re´union, limite les extensions aux e´le´ments de E. Si on conside`re les
e´le´ments ∪-irre´ductibles de E, comme le sugge`re la proposition 10, on obtient un recouvrement
partiel de I qui est caracte´ristique de E : un ensemble de parties de I qui permettent d’engendrer
par re´union E. Ces e´le´ments sont caracte´ristiques du changement de granularite´ sur l’ensemble des
instances : les instances sont abstraites en groupes d’instances. Nous donnons ci-dessous quelques
exemples d’abstractions extensionnelles sur I = {1, 2, 3} et les projections associe´es :
– Enlever un e´le´ment de I :
–
p1({1, 2, 3}) = p1({1, 2}) = {1, 2}
p1({1, 3}) = p1({1}) = {1}
p1({2, 3}) = p1({2}) = {2}
p1({3}) = p1(∅) = ∅
– Ne retenir que les parties d’au moins 2 e´le´ments de P(I) :
–
p2(e) = e
Sauf :
p2({1}) = p2({2}) = p2({3}) = ∅
– Engendrer les unions des groupes {1, 2} et {2, 3} :
–
p3(e) = e
Sauf :
p3({1}) = p3({2}) = p3({3}) =
p3({1, 3}) = ∅
– Engendrer un emboˆıtement de groupes d’instances :
– La fermeture par re´union de P = {{1}, {1, 2}, {1, 2, 3}} est E = {∅, {1}, {1, 2}, {1, 2, 3}},
dont les e´le´ments ∪-irreductibles sont pre´cise´ment OE = P .
On obtient alors la projection p4 : p4(e) =
⋃
o∈P,o⊆e o. On a ainsi :
p4(e) = e pour e ∈ E
p4({2, 3}) = p4({3}) = p4({2}) =∅
Les abstractions correspondantes sont pre´sente´es Figure 3.2.
Dans la suite, il sera question des treillis Alpha. Ceux-ci sont obtenus en ge´ne´ralisant l’abstrac-
tion correspondant a` la se´lection des sous-ensembles fre´quents de I 1. L’ide´e est de partir d’un
ensemble de classes C, puis de conside´rer les e´le´ments de P(I) constitue´s de parties fre´quentes
relativement a` chaque classe. Le changement de granularite´ est alors, d’une part, de´pendant d’un
1. On remarquera que la re´union de deux ensembles fre´quents (c’est-a`-dire dont le cardinal est supe´rieur a` un
seuil fixe´) est un ensemble fre´quent.
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p1(P0) p2(P0)
P0=parties({1,2,3})
p3(P0) p4(P0) 
1
Bottom
2
12 123
12 2313
Bottom
123
12 13 23
1 2 3
Bottom
123 123
12 23 12
Bottom
Bottom
1
Figure 3.2 – Le treillis des parties de {1, 2, 3} et quelques abstractions. Dans chaque cas les e´le´ments
∪-irre´ductibles (en bleu ou gris) suffisent, lorsqu’on les ferme par re´union, a` engendrer l’abstraction.
point de vue sur les instances : leur regroupement en classes e´ventuellement recouvrantes, et
d’autre part, d’une notion de fre´quence locale. Plus pre´cise´ment :
De´finition 8 (Abstraction Alpha) Soit C un recouvrement partiel en classes de I. On lui as-
socie, pour α ∈ [0, 1] donne´, le treillis Eα ⊆ P(I) de´fini ci-dessous :
On conside`re les plus petits groupes d’instances fre´quents dans chaque classe :
Cα = {u | ∃uj ∈ C tel que u ⊆ uj et |u| ≥ α .|uj | et u
′ ⊂ u⇒ |u′| < α .|uj |}
L’abstraction Alpha Eα est obtenue en fermant par re´union Cα.
La projection correspondante
pCα(e) =
⋃
u∈Cα,u⊆e
u
s’e´crit aussi :
pCα(e) = {i ∈ e | ∃uj ∈ C tel que i ∈ uj et | e ∩ uj |≥ α . | uj |}
Cette dernie`re e´criture permettra un calcul beaucoup plus efficace des e´le´ments de Eα.
Les cas particuliers inte´ressants sont E0 = P(I) (pas d’abstraction), E1 dont tout e´le´ment est
une re´union de classes de C, et enfin le cas C = {I} qui correspond aux parties fre´quentes (i.e. de
cardinal supe´rieur a` α.|I|) de I.
Dans l’exemple de la Figure 3.3 sont repre´sente´s d’abord le recouvrement C = {{1, 2, 3}, {4, 5, 6}}
et ses deux abstractions E1 et E2/3, puis l’abstraction fre´quente (α = 1/2) pour C = {{1, 2, 3, 4}}.
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Abstraction {{123},{456}} 
Abstraction alpha=2/3 de {{123},{456}} 
Abstraction frequente fmin=1/2 de P({1234}) 
123456
456 123
Bottom
123456
456 123
454656 12 1323
Bottom
1234
123 124 134234
12 1323 1424 34
Bottom
Figure 3.3 – A droite l’abstraction fre´quente (α = 1/2) pour C = {{1, 2, 3, 4}} : l’ensemble des parties
de 2 e´le´ments de {1, 2, 3, 4}. A gauche deux abstractions E1 (en haut) et E2/3 (en dessous) pour le
recouvrement C = {{1, 2, 3}, {4, 5, 6}}. Dans E2/3 certains e´le´ments obtenus par re´union des e´le´ments
de C2/3 ne sont pas repre´sente´s (la partie absente est sugge´re´e par des pointille´s) comme par exemple
{2, 3, 4, 5} = {2, 3} ∪ {4, 5}.
De manie`re plus ge´ne´rale on peut de´finir une projection extensionnelle relativement a` un treillis
extensionnel E, ou` il est entendu que E est lui-meˆme le re´sultat d’une projection de P(I), ce qui
permet de composer les projections extensionnelles et qui sera utile par la suite pour ordonner les
treillis.
Enfin, un cas particulier important est celui ou` A = p(E) est ferme´ par ∧E , c’est-a`-dire ou`
p(E) est un sous-treillis de E. Dans ce cas on a en effet ∧A = ∧E et donc p(a∧E b) = p(a)∧E p(b),
et si a, b ∈ A, alors p(a ∧E b) = a ∧E b.
Proposition 11 A est une abstraction de E ferme´e par ∧E, ssi la projection associe´e pA est telle
que
∀e, e′ ∈ A, pA(e ∧
′
E e) = e ∧E e
′
Exemple Conside´rons la hie´rarchie L de la Figure 2.2. Conside´rons la partieA1 = L−{quadrilatere}.
A1 est une abstraction (au centre Figure 3.1), cependant A1 n’est pas ferme´e par ∧L (losange ∧L
rectangle = quadrilatere n’est pas dans A1). En revanche A2 = L − {losange, rectangle} (a` droite
Figure 3.1) est ferme´e par ∧L et est une abstraction plus intuitive. ✷
En particulier pour les abstractions extensionnelles, en prenant E = P(I) cela signifie que
extA(a ∨L b) = extA(a) ∩ extA(b) d’apre`s la proprie´te´ 6 de la proposition 4 ce qui e´vite, pendant
une exploration de L du plus ge´ne´ral au plus spe´cifique, de calculer les projections, sauf pour les
e´le´ments ∨L-irre´ductibles.
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En ce qui concerne les abstractions extensionnelles, un sous-ensemble T de P(I) ferme´ par
intersection et re´union est une topologie, (I, T ) est un espace topologique et les e´le´ments de T sont
appele´s des ouverts. On peut engendrer une topologie T en conside´rant une base d’ouverts appele´s
aussi granules ouverts, c’est-a`-dire un sous-ensemble B de P(I), recouvrant I 2, et tel que toute
intersection de 2 e´le´ments Bi et Bj de B s’e´crit comme une re´union d’e´le´ments de B. L’ensemble
T est alors obtenu par fermeture par re´union de B et est e´galement ferme´ par intersection[CC08].
La technique peut-eˆtre e´tendue a` tout treillis fini E distributif, nous parlerons alors d’abstraction
topologique.
Proposition 12 Soient un treillis distributif fini E et un sous-ensemble B tel que ∀Bi, Bj ∈
B, Bi ∧E Bj s’e´crit comme la disjonction ∨E d’e´le´ments de B. Alors ;
La fermeture A par ∨E de B est aussi ferme´e par ∧E et A est distributif.
Preuve Soit X et Y deux e´le´ments de l’abstraction A associe´e a` C. On a donc :
X ∧E Y = (Bi1 ∨E · · · ∨E Bik) ∧E (Bj1 ∨E · · · ∨E Bjm). Par distributivite´ on obtient :
X ∧E Y = (Bi1 ∧E Bj1) ∨E · · · ∨E (Bik ∧E Bjm). Comme chaque paire (Bx ∧E By) s’e´crit
Bl1 ∨E · · · ∨E Blr , on en de´duit que X ∧E Y s’e´crit comme une disjonction par ∨E d’e´le´ments de
B, et donc A est ferme´e par ∧E . ✷
En pratique dans le cas extensionnel on part d’un recouvrement partiel C de P(I), on le ferme par
intersection en cherchant un point fixe aux ensembles des intersections d’e´le´ments de C, puis on le
ferme par re´union.
Exemple Soient I = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} et C = {C1 = {1, 4, 5, 7}, C2 = {4, 2, 7, 6}, C3 = {5, 7, 6, 3}}.
On construit d’abord C1∩C2 = {4, 7}, C2∩C3 = {7, 6}, C1∩C3 = {5, 7}, puis C1∩C2∩C3 = {7}.
Ce nouveau recouvrement engendre une abstraction ferme´e par intersection qui n’est pas une parti-
tion. Remarquons que si C est une partition, alors l’abstraction associe´e est ferme´e par intersection.
✷
3.1.2 Ordre sur les abstractions
On de´finit un ordre partiel sur les projections, et donc de manie`re e´quivalente sur les abstrac-
tions, de la manie`re suivante :
De´finition 9 (Ordre sur les projections)
Soit un treillis E,∨E ,∧E, p1 et p2 deux projections de´finies sur E, nous dirons que p2 ≤ p1
(p2 est plus grossie`re (moins fine) que p1) ssi
– Il existe une projection p de´finie sur p1(E) telle que pour tout e de E, p2(e) = p ◦ p1(e) ou
de manie`re e´quivalente :
– Tout e´le´ment ∨-irre´ductible de p2(E) est la disjonction d’e´le´ments ∨-irre´ductibles de p1(E).
On pourrait ci-dessus remplacer ∨-irre´ductible de p(E) par ge´ne´rateur de p(E) : un sous-
ensemble de p(E) dont la fermeture par ∨ est e´gale a` p(E) 3. En pratique cela signifie que si
2. Dans notre notion d’abstraction le recouvrement peut n’eˆtre que partiel, mais il suffit alors de conside´rer p(I)
comme ensemble de de´part.
3. Un ge´ne´rateur contient donc tous les e´le´ments ∨-irre´ductibles.
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l’on prend deux sous-ensembles G1 et G2 de E, ils sont alors ge´ne´rateurs d’abstractions p1(E) et
p2(E) telles que p2(E) est plus grossie`re que p1(E) ssi tout e´le´ment de G2 peut s’e´crire comme
disjonction d’e´le´ments de G1.
Exemple Soit E = P({1, 2, 3, 4}), G1 = {{1, 2}, {1, 3}} et G2 = {{1, 2}, {1, 2, 3}}, l’abstraction
engendre´e par G2 est plus grossie`re que l’abstraction engendre´e par G1, puisque {1, 2} ∈ G1 et
{1, 2, 3} = {1, 2} ∪ {1, 3}. ✷
Cet ordre partiel de´fini lui-meˆme un treillis. On trouvera Figure 3.4 les bornes supe´rieures et
infe´rieures de deux projections du treillis E = P({1, 2, 3, 4}).
 p(E) = Union(p1(E) Union p2(E)) 
 p(e)=p1(e) Union p2(e)
p1(E) p2(E)
p(E) = p1(E) Inter p2(E)  
  p(e) = p1 . p2 . p1 ... . p1(e) 
12
Bottom
3413 24
1234
123 124 134 234
1234 1234
12 34
Bottom
1234
13 24
Bottom
Bottom
Figure 3.4 – Extrait du treillis des abstractions de E = P({1, 2, 3, 4}). La borne supe´rieure de deux abs-
tractions p1(E) et p2(E) est la fermeture par re´union de p1(E)∪p2(E). La borne infe´rieure est simplement
p1(E)∩ p2(E). On remarque que la projection associe´e a` p1(E)∪ p2(E) est p(e) = p1(E)∪ p2(e) mais que
celle associe´e a` p1(E) ∩ p2(E) est de´finie par la composition d’une suite alterne´e finie p1 ◦ p2 ◦ · · · ◦ p1(e).
Proposition 13 (Treillis des abstractions) Soient un treillis E,∨E ,∧e et deux abstractions
p1(E) et p2(E),
– Le plus petit majorant p1(E) ∨ p2(E) de p1(E) et de p2(E) est la fermeture par ∨E de
p1(E) ∪ p2(E). La projection correspondante est p(e) = p1(e) ∨E p2(e).
– Le plus grand minorant p1(E) ∧ p2(E) de p1(E) et de p2(E) est simplement p1(E) ∩ p2(E).
La projection correspondante est p(e) = p1 ◦ p2 ◦ . . . p1.
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Preuve E´bauche de preuve :
– Le plus grand minorant p1(E) ∧ p2(E) de p1(E) et de p2(E) est simplement p1(E) ∩ p2(E).
En effet si e et e′ sont des e´le´ments de p1(E)∩p2(E) alors ils sont e´le´ments de p1(E) et donc
e∨E e
′ est e´le´ment de p1(E). De meˆme pour p2(E). On en conclut que e et e
′ sont e´le´ments
de p1(E) ∩ p2(E). En revanche, soit e
′′ un e´le´ment de p1(E) − p2(E), alors il n’appartient
pas a` une abstraction moins fine que p1(E) et moins fine que p2(E).
– p1(E)∨p2(E) doit contenir les e´le´ments de p1(E) et ceux de p2(E), mais il doit par de´finition
contenir aussi la disjonction de toute paire d’e´le´ments de p1(E) et de p2(E).
– La projection correspondante a` p1(E) ∩ p2(E), s’e´crit p(e) = p1 ◦ p2 ◦ . . . p1 car pour eˆtre
dans l’intersection, un e´le´ment doit se projeter sur lui-meˆme selonp1 et selon p2, toutes deux
idempotentes. Il faut donc projeter successivement un e´le´ment selon p1 etp2 jusqu’a` ce qu’une
des projections soit e´gale a` son argument, l’idempotence des projections assure alors qu’on
trouve´ un point fixe. D’autre part les projections sont strictement de´croissantes sauf si la
projection est e´gale a` son argument, auquel cas on est arrive´ au point fixe, et donc celui-ci,
au pire ⊥E , est atteint, E e´tant fini.
✷
3.1.3 Treillis de Galois Abstraits et ordre sur les treillis de Galois abs-
traits
Bien qu’on puisse de´finir un treillis de Galois projete´ directement relativement a` deux projec-
tions extensionnelle pe et intensionnelle pi, nous conside´rons les deux cas se´paremment, de manie`re
a` garder une interpre´tation aussi intuitive que possible de ces changements de granularite´. En
re´alite´ pe et pi se composent et commutent, il est donc e´quivalent de projeter successivement
selon les deux ordres. Dans un contexte diffe´rent, celui de fonctions de cohe´rences, cela a e´te´
inde´pendamment remarque´ par Edwin Diday[Did01]. Par ailleurs la notion de correspondance de
Galois e´tant syme´trique relativement aux deux ensembles, il ne s’agit ci-dessous que d’un seul
re´sultat, de´cline´ en deux the´ore`mes[PRSV02] :
The´ore`me 1 (projection intensionnelle d’un Treillis de Galois ) Soient (L, ext, E, int) une
correspondance de Galois, G le treillis de Galois associe´, pi une projection de L,
et notons L′ = pi(L), le langage projete´ et int
′ = pi◦int la fonction d’intension correspondante,
on a alors :
1. (L′, ext, E, int′) est une correspondance de Galois, et on note G′ le treillis de Galois associe´.
2. Soit (c, e = ext(c)) un e´le´ment de G alors (pi(c), ext(pi(c))) appartient a` G
′.
Nous dirons que G′ = pi(G) est emboˆıte´ intensionnellement dans G par pi.
The´ore`me 2 (projection extensionnelle d’un Treillis de Galois) Soient (L, ext, E, int) une
correspondance de Galois, G le treillis de Galois associe´, pe une projection de E, et notons
E′ = pe(E), l’ensemble extensionnel projete´ et ext
′ = pe ◦ ext la fonction d’extension corres-
pondante, on a alors :
1. (L, ext′, E′, int) est une correspondance de Galois, et on note G′ le treillis de Galois associe´.
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2. Soit (c = int(e), e) un e´le´ment de G alors int(pe(e), pe(e)) appartient a` G
′.
Nous dirons que G′ = pe(G) est emboˆıte´ extensionnellement dans G par pe.
3. La relation d’e´quivalence sur les termes ≡ext′ est plus grossie`re que ≡ext.
L’emboˆıtement est donc un ordre partiel sur les treillis de Galois, suivant l’ordre des projections
(et donc abstractions) intensionnelles et extensionnelles correspondantes. Le nombre de noeuds est
de´croissant selon cet ordre. Remarquons que dans le cas des abstractions extensionnelles, on a pour
tout terme t de L, lorsque p2 est plus grossie`re que p1, ext2(t) = p◦ext1(t) et donc ≡
2
L plus grossie`re
que ≡1L.
3.1.4 Extension et implication abstraites
Nous avons e´tudie´ [VS05a, VS05b], le treillis de Galois des abstractions Alpha de´finies au
paragraphe 3.1.1 et en particulier les implications logiques et re`gles d’associations associe´es a`
l’inclusion des α-extensions. Les extensions Alpha sont un cas particulier des extensions abstraites
de´finies ci-dessous :
De´finition 10 Soit une abstraction extensionnelle A et sa projection associe´e pA, Pour tout terme
t de L,
extA(t) = pA ◦ ext(t)
est appele´e l’extension abstraite de t.
Soit OA l’ensemble des e´le´ments ∪-irre´ductibles de A, on a aussi
extA(t) =
⋃
u∈OA,u⊆ext(t)
u
On notera par la suite OA(i) l’ensemble des e´le´ments de OA auquels appartient l’instance i.
OA(i) forme l’ensemble des abstractions de l’instance i. Formellement OA(i) = {u ∈ OA | i ∈ u}.
L’inclusion d’extensions abstraites conduit a` une notion d’implication abstraite :
De´finition 11 (Implication abstraite) Soient deux e´le´ments t1 et t2 de L, on appellera impli-
cation abstraite, l’inclusion des extensions abstraites de t1 et t2 :
t1 →A t2 ssi extA(t1) ⊆ extA(t2)
Du fait que cette notion d’implication de´coule de l’inclusion ensembliste elle est monotone,
transitive et additive :
Proposition 14
Si t1 →A t2 et t2 →A t3, alors t1 →A t3
Si t1 →A t2 , et t1 ≤L t, alors t→A t2
Si t1 →A t2 et t3 →A t4, alors t1 ∨L t3 →A t2 ∨L t4.
Une forme de modus ponens comme re`gle d’infe´rence est aussi valide :
Si i ∈ extA(t1) et t1 →A t2, alors i ∈ extA(t2)
L’additivite´ au niveau des instances s’e´crit :
Si i ∈ extA(t1) et i ∈ extA(t2) et ∃u ∈ OA(i), t.q. u ⊆ ext(t1∨L t2), alors i ∈ extA(t1∨L t2).
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Les conditions sont donc re´unies pour faire de la de´duction monotone selon un certain degre´
de granularite´ extensionnelle.
Voici un exemple avec des α-extensions, en remarquant que si α1 ≤ α2 pour le meˆme recou-
vrement C alors pC,α1 est plus grossie`re que pC,α2 (on e´crit simplement pC pour pC,1) :
Exemple
C = {{cheval, ecureuil-volant, platypus}, {canari, pie, poule}, {fourmi,abeille}}.
– ext(ovipare) = {ornithorynque, canari, pie, poule, fourmi,abeille}
extC(ovipare) = extC2/3(ovipare) = extC1/3(ovipare)=
{canari, pie, poule, fourmi,abeille}
– ext(vole) = { e´cureuil-volant, canari, pie, abeille}
extC(vole) = ∅
extC1/3(vole) = {canari, pie, abeille}
extC2/3(vole) = {canari, pie}
– ”Les animaux qui volent sont ovipares” pour C1/3 et C2/3
vole −−−→
C1/3
ovipare est valide
vole −−−→
C2/3
ovipare est valide
✷
On remarque sur cet exemple que si on abstrait grossie`rement, avec une cate´gorisation en
mammife`re, oiseau, insectes, on ne garde que les proprie´te´s communes a` tous les animaux d’une
cate´gorie. En revanche l’utilisation d’un α assez grand permet de garder les proprie´te´s qui sont
communes a` une proportion suffisante d’animaux de chaque classe, ce qui permet de faire ap-
paraˆıtre l’implication ”Les animaux qui volent sont ovipares“ bien qu’ici l’e´cureuil volant (seul
animal volant dans sa cate´gorie) contredirait l’implication classique, (correspondant a` l’inclusion
des extensions classiques). C’est donc bien une implication approximative, cependant transitive,
et permettant donc le raisonnement de´ductif monotone qui est utilise´e ici.
3.1.5 Re`gles d’associations abstraites
Les re`gles d’associations sont classiquement construites a` partir d’un ensemble de termes
ferme´s fre´quents [PBTL99, Zak00]. Intuitivement un terme ferme´ est le repre´sentant maxima-
lement spe´cifique d’une classe d’e´quivalence de termes relative a` l’extension, et a donc la meˆme
extension que les termes minimalement spe´cifiques de cette meˆme classe, appele´s ge´ne´rateurs. On
en de´duit pour chaque classe d’e´quivalence (associe´e a` un noeud du treillis de Galois) un ensemble
d’implications dont l’ante´ce´dent est un ge´ne´rateur, et le conse´quent est le terme ferme´. L’ensemble
de ces re`gles forme la base min-max [PTB+05]. Cette base est e´tendue aux re`gles non exactes (de
confiance diffe´rente de 1) liant les ge´ne´rateurs d’une classe aux ferme´s d’une autre. Les re`gles non
exactes lient les ge´ne´rateurs d’une classe d’e´quivalence aux ferme´s d’une autre classe d’extension
infe´rieure.
Nous adaptons ici la de´finition des re`gles d’association, de´finies sur l’extension classique, aux
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extensions abstraites. Ici encore nous ge´ne´ralisons dans ce paragraphe, la notion de re`gles de
α−association propose´e et expe´rimente´e en [VS05a, VS05b] et qui elle-meˆme e´tend la notion
classique de re`gle d’association. Chaque re`gle a un support (la fre´quence observe´e sur les instances
I de l’ante´ce´dent de la re`gle) et une confiance (celle-ci est infe´rieure a` 1, valeur atteinte pour les
implications valides sur I).
De´finition 12 Une re`gle d’association relative a` une abstraction A lie une paire de termes t1 and
t2 Le support et la confiance d’une re`gle d’association abstraite r= t1 →A t2 sont de´finies comme
suit :
– A-supp(r) = |extA(t1∨Lt2)||I| and
– A-conf(r) = |extA(t1∨Lt2)||extA(t1)|
La re`gle d’association abstraite r= t1 →A t2 est valide sur (I, A) lorsque A-supp(r) ≥
minsupp et A-conf(r) ≥ minconf .
L’adaptation de la me´thode de Pasquier et collaborateurs pour calculer les bases de re`gles
min-max a` partir des termes ferme´s et des termes ge´ne´rateurs est directe. Il s’agit essentiellement
de remplacer le calcul des extensions par celui des A-extensions.
3.1.6 Abstraction ?
La notion d’abstraction a e´te´ souvent aborde´e en Intelligence Artificielle, dans diffe´rents con-
textes, et en particulier re´cemment, en Apprentissage. Afin de situer ce que j’ai appele´ ici abs-
tractions intensionnelles et extensionnelles, je me re´fe´rerai d’abord ici a` une pre´sentation par
J-D. Zucker des diffe´rents cadres de´finis pour aborder l’abstraction [Zuc03], ainsi qu’a` la propo-
sition par J-D. Zucker et L. Saitta du mode`le KRA [SZ98][SZ07]. Dans ce mode`le un cadre de
repre´sentation R 4d’un monde perc¸u est donne´ incluant plusieurs couches, de la perception dans
une repre´sentation P, a` un langage L d’assertions sur le monde en question. Le monde perc¸u
est e´ventuellement constitue´ de parties, par exemple une image observe´e de´compose´e en pixels,
et le langage L est d’ordre 1. Un ope´rateur d’abstraction, a` un niveau donne´, fait alors passer
d’un langage a` un langage abstrait diffe´rent dans le meˆme formalisme. L’abstraction est fonde´e
sur le niveau le plus bas, celui de la perception, et la propagation de contraintes de compatibilite´
vers les niveaux supe´rieurs. Les auteurs pre´voient donc des abstractions, que nous qualifiions d’in-
tensionnelles, faisant passer d’un langage de haut niveau L a` un langage abstrait LA, ainsi que
d’abstractions que nous qualifions d’extensionnelles. L’univers des configurations possibles dans
la repre´sentation perc¸ue P est note´ Γ et une abstraction, faisant passer d’un cadre R a` un cadre
abstrait RA, repose sur une fonction de Γ a` l’univers des configurations abstraites ΓA.
Abstractions intensionnelles
Une premie`re remarque est que notre notion d’abstraction intensionnelle pA est interne : elle
est de´finie de L vers L, ce qui permet d’exprimer la contrainte caracte´ristique de notre notion
d’abstraction : LA est ferme´ par l’ope´rateur de spe´cialisation minimale ∨L de L. De plus nous
imposons l’idempotence (un e´le´ment abstrait par pA ne peut eˆtre lui-meˆme abstrait en un e´le´ment
diffe´rent par pA) et la pre´servation de l’ordre partiel : si t  t
′ alors pA(t)  pA(t
′). Les abstractions
4. Nous omettons ici l’indice g, pour grounded (ou instancie´), de la notation originale.
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pre´servant l’ordre partiel ont un roˆle particulier en apprentissage [SZ98]. En particulier, lorsque il
existe un e´nonce´ maximalement spe´cifique x˙ dont l’extension contient l’instance x, on a toujours :
si x˙  h alors pA(x˙)  pA(h). On a les proprie´te´s suivantes :
Proposition 15
1. Pour tout h de L, {x} ⊆ ext(h) ssi h  x˙
2. Si pA est interne et idempotente, alors pour tout h
′ de pA(L), {x} ⊆ ext(h
′)⇒ h′  pA(x˙)
3. Si de plus ∀h, pA(h)  h, c’est-a`-dire pA est une projection, alors :
Pour tout h′ de pA(L), {x} ⊆ ext(h
′) ssi h′  pA(x˙)
A. Giordana et collaborateurs [GSF+91, GRS91, GS90] de´finissent en particulier une abstraction
se´mantique, comme une de´finition de nouveaux concepts a` l’aide d’une the´orie qui satisfait la
pre´servation de l’ordre. La the´orie prend la forme d’une de´finition des pre´dicats de LA a` partir de
ceux de L comme par exemple :
BRICK(x)↔ (leftmost(x)∧rightmost(x)∧on(x, y))∨(leftmost(x)∧rightmost(x)∧on(y, x))
qui peut s’e´crire aussi sous la forme de deux clauses 5. Plus re´cemment, le programme INTHE-
LEX a e´te´ concu pour apprendre de telles abstractions a` partir d’observations[FBDME05a]. Deux
formes de re`gles sont construites : celles regroupant des litte´raux de L et les remplac¸ant par un
seul litte´ral de L’ et celles e´liminant un groupe de litte´raux. Cette recherche d’un langage abstrait
est a` rapprocher des travaux sur les macro-ope´rateurs d’E. Alphonse[Alp04].
Dans un premier temps nous allons nous restreindre aux de´finitions n’impliquant qu’une clause
et rester a` l’ordre 0. Il est clair dans ce cas que le langage LA obtenu est isomorphe au sous-langage
A = pA(L) obtenu en fermant par ∨L l’ensemble des corps de de´finitions. Ici ∨L est la conjonction
logique ∧ :
Soit la the´orie Θ = {h1 ↔ t1, . . . , hn ↔ tn} ou` les hi sont des atomes de LA et les ti des
conjonctions d’atomes de L. Soit
A = {t ∈ L | t = ti1 ∧ · · · ∧ tik}
Il est clair que LA est ferme´ par conjonction logique et que tout e´le´ment hi1 ∧ · · · ∧ hik de LA, est
isomorphe a` l’e´le´ment ti1 ∧ · · · ∧ tik de A. D’autre part, A, en tant que sous-ensemble ferme´ par
∨L = ∧ de L est une abstraction et donc associe´ a` une projection pA. pA pre´serve donc l’ordre
et satisfait la proprie´te´ 3 de la proposition 15, essentielle pour l’apprentissage. Cette proprie´te´ est
donc aussi satisfaite pour le langage LA.
Le passage de notre notion d’abstraction intensionnelle a` un langage L d’ordre 1 est envi-
sageable, et peut-eˆtre simplifie´ par l’utilisation de macro-ope´rateurs, mais une discussion de ce
sujet de´passe la cadre de ce me´moire. Enfin si l’on conside`re le cas ge´ne´ral ou` le corps de la
de´finition est disjonctif, en ordre 0, cela suppose d’avoir un langage L permettant d’exprimer de
tels termes, ce qui suppose de ge´ne´raliser au dela` de la simple disjonction logique. Des travaux
re´cents [WL08, DS04] e´tendent l’analyse de concepts formels aux langages de formes normales
5. BRICK repre´sente une unite´ de construction, qui est libre a` gauche, libre a` droite et au dessus, ou au dessous
d’un objet. Il s’agit dans le travail e´voque´ [GSF+91] d’un changement de repre´sentation profond : la brique p est
obtenue en regroupant deux blocs h et m de la repre´sentation fine, et les proprie´te´s de p, comme rightmost(p) sont
de´rive´es des proprie´te´s des blocs h et m.
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disjonctives monotones, c’est-a`-dire exhibent une correspondance de Galois entre intensions dis-
jonctives et extensions. La notion d’abstraction propose´e ici, base´e sur un sous-ensemble ferme´
par ∨L = ∧ de L, s’e´tend naturellement a` ces nouvelles correspondances.
Nous revenons maintenant sur la relation entre ge´ne´ralisation et abstraction a` travers pre´cise´ment
une de´finition disjonctive exprimant que diffe´rentes formes d’objets repre´sente´es dans LS vont eˆtre
abstraites dans LG en une forme plus ge´ne´rale :
QUADRILATERE(x)↔ rectangle(x) ∨ carre(x) ∨ . . .
CURV ILIGNE(x)↔ cercle(x) ∨ ellipseIrreguliere(x) ∨ . . .
Ici, on remplace donc dans LA des formes particulie`res par des formes plus ge´ne´rales. Dans notre
mode`le, cette ge´ne´ralisation s’e´crit comme la composition de deux ope´rations : de LS contenant
uniquement les pre´dicats les plus spe´cifiques (rectangle, carre´) on remonte (dans le treillis des
abstractions) vers L contenant a` la fois les pre´dicats spe´cifiques et les pre´dicats ge´ne´raux (rectangle,
carre, quadrilate`re), qui sera lui abstrait en LG ne contenant que les pre´dicats ge´ne´raux. Ainsi,
pour le meˆme ensemble d’objets I, l’ensemble des concepts extensionnels augmente (par inclusion)
lorsqu’on passe de LS vers L et diminue dans l’abstraction de L vers LG . La figure 3.5 repre´sente
les trois treillis de Galois pour L, LS LG , et un ensemble de 3 objets : un rectangle bleu, un carre´
bleu et une ellipse bleue.
Conside´rons maintenant le cas d’objets repre´sente´s par leur couleur et une mesure t prenant
ses valeurs dans [1, 2, 3]. Le langage L contient les intervalles t[1], t[2], t[3], t[1, 2], t[2, 3] Le langage
abstrait LS ne contient que les intervalles t[1], t[2], t[3]. Ici une abstraction LG de L est obtenue
en conside´rant les intervalles t[1, 2] et t[2, 3], mais la fermeture par l’ope´rateur de spe´cialisation ∨L
conduit a` conside´rer aussi l’intervalle t[2]. C’est exactement le langage LA obtenu avec la the´orie
Θ suivante :
T [1, 2](x)↔ t[1](x) ∨ t[2](x)
T [2, 3](x)↔ t[2](x) ∨ t[3](x)
On perd ici par fermeture, sauf pour les bornes t = 1 et t = 2, la ge´ne´ralisation en intervalles
d’au moins 2 e´le´ments de t. Il est bien suˆr possible de conside´rer un langage LG2 non ferme´ par
∨L. Cependant la description x˙ d’un objet x tel que t = 2 n’est alors plus unique, elle devient
x˙ = {t[1, 2], t[2, 3]}. Dans ce cas, si la relation d’e´quivalence extensionnelle est tout de meˆme
plus fine (les extensions associe´es a` LG2 sont un sous-ensemble de celles associe´es a` LG) on peut
avoir plusieurs termes maximaux dans une classe d’e´quivalence. Par exemple, conside´rons I = {x}
avec x˙ = {t[1, 2], t[2, 3]}, on a alors deux classes d’e´quivalences extensionnelles correspondant aux
extensions ∅, et {e} mais deux termes maximaux dans LG, t[1, 2] et t[2, 3] d’extension {e}. Une
possibilite´ est de multiplier chaque objet x en plusieurs objets virtuels chacun associe´ a` une descrip-
tion unique (en les e´tiquetant de leur objet d’origine). On retrouvera alors une description unique
pour chaque objet (virtuel) et un treillis d’intension/extension dont les intensions appartiennent
a` LG2. On peut alors chercher des re`gles d’associations ou utiliser l’apprentissage supervise´ par
exploration de l’espace des ferme´s comme cela a e´te´ pre´sente´ au chapitre pre´ce´dent.
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Figure 3.5 – Le treillis de Galois TL, et les deux treillis abstraits intensionnellement TLS et TLG pour
un rectangle bleu, un carre´ bleu et une ellipse bleue. TL est en haut. En bas a` gauche TLS est obtenu en
ne gardant que les descripteurs de forme les plus spe´cifiques carre, rectangle, cercle, ellipseIrre´gulie`re. En
bas a` droite TLS est obtenu en ne gardant que les descripteurs de forme les plus ge´ne´raux, quadrilate`re
et curviligne. Les deux treillis TLS et TLG ne sont pas comparables selon l’ordre d’abstraction, mais sont
plus abstraits que TL.
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Enfin, nous rencontrerons pre´cise´ment cette situation dans le chapitre suivant concernant la
recherche de mots re´pe´te´s lorsqu’on ge´ne´ralise le mot, par exemple A× B × C, en motifs comme
{A,B}× {A,B}× {B,C} 6. Nous verrons que le choix qui est fait alors est de tenir compte de la
multiplicite´ de la repre´sentation d’un mot, ce qui ame`ne a` modifier sensiblement les algorithmes
de recherche.
La figure 3.6 repre´sente les trois treillis de Galois pour L, LS et LG , et un ensemble de 3 objets
bleus de taille respectives 1, 2 et 3. La figure 3.7 repre´sente le treillis TLG2 obtenu en dupliquant
les objets, de manie`re a` leur assurer une description unique.
 
 /                                                                                 \
/                                                                                                         \
        /                                                                                          \       
                                                                                                     
Figure 3.6 – Le treillis de Galois TL, et les deux treillis abstraits intensionnellement TLS et TLG pour
trois objets bleus de taille 1, 2 et 3. TL est en haut. En dessous a` gauche TLS est obtenu en ne gardant
que les descripteurs de taille t[1], t[2], t[3]. En dessous e´galement de TL, TLG est obtenu en ne gardant que
les descripteurs de taille les plus ge´ne´raux t[1, 2], t[2, 3].
Abstractions extensionnelles
Nous pouvons identifier notre univers d’instances X a` l’ensemble des configurations perc¸ues Γ
du mode`le KRA.
6. A ou B en position 1, A ou B en position 2, B ou C en position 3
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Figure 3.7 – Le treillis TLG2 . TLG2 est obtenu en dupliquant les objets dont la description est multiple
dans LG2.
Conside´rons l’exemple suivant : Les objets sont des images de re´solution 2× 2. Un e´le´ment γ
de Γ est l’assignation d’un label M ou B a` l’image et d’une intensite´ xi,j entre 0 et 10 a` chaque
pixel (i, j). Le mode`le KRA permet d’abstraire γ en une configuration γA associe´e a` la meˆme
image perc¸ue avec une re´solution d’un seul pixel (1, 1) et dont l”intensite´ est l’intensite´ moyenne
sur les 4 pixels de l’image 2 × 2. Ainsi le pixel ”abstrait“ se voit attribue´ une intensite´ moyenne
x = (x1,1+x1,2+x2,1+x2,2)/4
7. Dans notre cadre, nous pouvons rassembler en un groupe C(γA)
toutes les configurations identiques a` γ sauf pour les intensite´s des pixels, mais dont le niveau
d’intensite´ moyen x est celui de γ. Nous partons donc de P(Γ) et notre abstraction est engendre´e
par le recouvrement, ici une partition, C = C0, . . . , C10.
Remarquons que dans notre mode`le nous ne transformons pas la repre´sentation originale. Ainsi
pour tout terme de t de L, par exemple ”t = intensite´ moyenne de l’image > k“, on peut calculer
s’il est satisfait par une image o donne´e. Supposons que o soit repre´sente´e par la configuration
γ = (label = M,x1,1 = 2u, x1,2 = 0, x2,1 = 2u, x2,2 = 0) et donc abstraite dans KRA en γA =
(label =M,x = u). t sera conside´re´e comme vrai dans notre mode`le si toutes les configurations du
groupe auquel appartient γ, satisfont t, ce qui est le cas si et seulement si γ ∈ γA. Dans KRA comme
dans notre mode`le t est vrai ssi u > k. Dans KRA l’abstraction s’accompagne d’un changement de
langage : un terme comme t′ = l’intensite´ moyenne de la moitie´ supe´rieure de l’image est > k
n’est pas compatible avec l’abstraction re´alise´e au niveau des configurations. Dans notre mode`le,
t aura la valeur faux pour toute image o, car aucun groupe de configurations Ci ne renvoie vrai
pour toutes ses configurations. ll est alors possible de ne conside´rer que les e´le´ments d’extension
abstraite non nulle de L.
Plus profonde´ment KRA est fonde´ sur les changements de repre´sentation aux diffe´rents ni-
veaux, une perception abstraite forc¸ant un langage lui-meˆme plus abstrait. Dans notre mode`le il
y a intrinse`quement un langage maximal, au sens de l’ordre sur les abstractions intensionnelles,
c’est a` dire de l’inclusion, L, et une repre´sentation maximale P(X ) des ensembles d’extensions
possibles des e´nonce´s de L. Ces deux repre´sentations peuvent varier inde´pendamment. D’un point
de vue extensionnel, l’ide´e de notre mode`le est l’abstraction de l’individu vers le groupe, plutoˆt
qu’un changement de perception. De plus notre mode`le est base´ sur la relation entre intension
7. ramene´ a` un entier entre 0 et 10
3.1. ABSTRACTIONS EXTENSIONNELLES ET INTENSIONNELLES 43
et extension pour un ensemble donne´ d’instances I ⊆ X , nous travaillons donc sur les concepts
extensionnels distinguables sur cet ensemble particulier : du point de vue d’un me´canisme d’ap-
prentissage seuls les concepts distinguables sur cet ensemble I sont inte´ressants, autrement dit les
concepts intensionnels sont lie´s dans une relation d’e´quivalence plus grossie`re sur I que sur X . En
imposant un recouvrement C ⊆ P(I) on obtient une relation encore plus grossie`re.
3.1.7 Granularite´
On retrouve une notion de regroupement d’objets ou de mode`les, dans diffe´rents travaux,
en particulier ceux sur les ensembles approximatifs (rough sets[Paw96]). La notion d’ensemble
approximatif est base´e sur une relation d’indiscernabilite´ R entre instances d’un ensemble I. Dans
le mode`le initial cette relation est une relation d’e´quivalence, ce qui conduit a` une partition de
l’ensemble d’instances. Dans la mesure ou` les objets sont indiscernables, il est naturel de conside´rer
qu’un sous-ensemble d’instances X a` une borne infe´rieure X, correspondant a` l’ensemble des
instances x telles que tous les objets indiscernables de x sont dans X, et une borne supe´rieure X
dont les instances sont indiscernables d’au moins une instance de X. De ce fait l’extension d’un
terme, ext(t), est comprise entre ext(t) et ext(t).
Les ensembles approximatifs ont e´te´ e´tendus aux relations non transitives [Yao98][Cat97][CC05].
Notre notion de granularite´ de´coule de l’extension des ensembles approximatifs aux ensembles ap-
proximatifs par recouvrement [Z˙ak83] [BBW98] [Zhu09] [CC08]. Dans ce cas, les bornes supe´rieures
et infe´rieures d’un sous-ensemble sont constitue´s de la re´union d’e´le´ments du recouvrement[Zhu09] 8.
La borne infe´rieure XC d’un ensemble X dans un espace approximatif par recouvrement(ou EAR)
associe´ au recouvrement C est exactement l’abstraction de X par C, p
C
(X). Un cas inte´ressant
souleve´ par exemple par G. Cattaneo [CC08] est celui des espaces topologiques, c’est a` dire des
abstractions ferme´es par intersection que nous avons pre´sente´es au paragraphe 3.1.1. Malheureu-
sement, en ce qui concerne les abstractions Alpha, les recouvrements topologiques correspondants
sont des partitions, et ne pre´sentent donc pas d’inte´reˆt.
Enfin un point important est l’interpre´tation granulaire de l’abstraction. En effet si on nomme
granules les e´le´ments ∪-irre´ductibles d’une abstraction extensionnelle A, nous avons vus que l’ex-
tension abstraite d’un terme t s’exprimait comme la re´union des granules inclus dans l’extension
de t. Si on conside`re les granules comme des entite´s remplac¸ant les instances (voir les travaux de
Y. Y. Yao [Yao04] dans le cas d’une partition) alors on a une nouvelle notion d’extension de´coulant
de la de´finition 10. Des travaux re´cents portent sur les relations entre ensembles approximatifs par
relation et approximations granulaires [MZLS07]. Nous nous en inspirons pour les de´finitions et
notations ci-dessous 9.
De´finition 13 (Abstraction granulaire)
– N(o) est le nom du granule o, ou` o ∈ OA est un e´le´ment ∪-irre´ductible de A. On note N(OA)
l’ensemble des granules.
– app(e) = {N(o) ∈ N(OA) | o ⊆ e} est l’abstraction granulaire de e.
8. Dans ce cas la borne supe´rieure peut eˆtre de´finie de plusieurs manie`res.
9. Cependant les travaux ne sont pas directement transposables. En effet le recouvrement conside´re´ est constitue´
de voisinages de points de I, mais le lien de l’espace granulaire vers I est diffe´rent. Plus pre´cise´ment, si on
note N(V (x)) le granule associe´ a` un voisinage V (x), alors dans ces travaux O(N(V (x1)), . . . , N(V (xk))) renvoie
x1, . . . xn alors que dans notre approche, O(N(o1), . . . , N(ok)) renvoie la re´union des granules
⋃
{o1, . . . , ok)}.
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– Soit n un e´le´ment de N(OA), O(n) =
⋃
N(o)∈n o lie l’ensemble des parties de N(OA) et
l’abstraction A 10. app(a) est alors l’ante´ce´dent maximal de a par O.
Proposition 16 (Proprie´te´s granulaires)
– app(e ∩ f) = app(e) ∩ app(f)
– app(e ∪ f) ⊇ app(e) ∪ app(f)
– e ⊆ f ⇒ app(e) ⊆ app(f)
Exemple Soit OA = {{a, b}, {b, c}}. En utilisant la notation N({a, b, . . .}) = ab . . . , on obtient :
app({a, b}) ∩ app({b, c}) = {ab} ∩ {bc} = ∅ et
app({a, b} ∩ {b, c}) = app({b}) = ∅.
De meˆme,
app({a}) ∪ app({b}) = ∅ ∩ ∅ = ∅ et
app({a} ∪ {b}) = app({a, b}) = {ab} ⊇ ∅.
✷
Nous allons de´finir le treillis de Galois granulaire liant le langage L et l’ensemble P(N(OA))
des parties de l’ensemble de granules. Pour cela nous de´finissons la notion d’extension granulaire
a` partir de l’extension abstraite. De la` nous tirons une notion d’intension granulaire en montrant
que pour toute granule il y a un terme maximal dont l’extension contient le granule, et nous en
de´duisons la correspondance de Galois entre L et l’ensemble P(N(OA)).
De´finition 14 extN (t) = {N(o) ∈ N(OA) | o ⊆ ext(t)} = app(ext(t)} = app(extA(t)), est
l’extension granulaire de t.
Proposition 17 A tout granule N(o) on peut associer un e´nonce´ maximalement spe´cifique
intN ({N(o)}) = int(o) parmi tous les termes t tels que N(o) ∈ extN (t), que l’on appellera des-
cription du granule.
Preuve (int, ext) formant une correspondance de Galois sur (L,P(I)), int(o) est l’e´nonce´ le plus
spe´cifique parmi tous les termes t deL tels que o ⊆ ext(t) (d’apre`s la proprie´te´ 3 de la proposition
5), donc, d’apre`s la de´finition 14, tels que N(o) ∈ extN (t). ✷
Proposition 18
1. Pour toute partie n = {N(o1), . . . , N(ok)}, on a
intN (n) = int({N(o1}) ∧L · · · ∧L int({N(ok})
2. (intN , extN ) forme une correspondance de Galois sur les treillis L et P(N(OA)). On appel-
lera treillis granulaire le treillis de Galois GN correspondant.
3. intN (n1 ∪ n2) = intN (n1) ∧L intN (n2).
4. extN (t1 ∨L t2) = extN (t1) ∩ extN (t2).
10. Rappelons que tout e´le´ment de A a une unique de´composition maximale en e´le´ments de OA.
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Preuve
1. Conse´quence directe de la proposition 1, puisque la condition 1 de cette proposition est
satisfaite d’apre`s la proposition 17, et que la condition 2 de cette meˆme proposition est
satisfaite par hypothe`se (L est un treillis).
2. Conse´quence de l’item pre´ce´dent d’apre`s la proposition 5.
3. Conse´quence de la proposition 5.
4. Conse´quence de la proposition 5.
✷
Nous allons maintenant montrer que le treillis de Galois abstrait et le treillis de Galois granu-
laire sont isomorphes.
Proposition 19 Les noeuds du treillis abstrait GA et du treillis abstrait GN sont en bijection
en pre´servant les relations d’ordre entre les noeuds, et les intensions tA et tN des noeuds en
correspondance sont e´gales.
Preuve Il suffit de montrer que, pour un terme donne´ t, les ferme´s (la partie intensionnelle)
co¨ıncident, c’est a`-dire intN ◦ extN (t) = int ◦ extA(t). Les noeuds ne peuvent alors eˆtre ordonne´s
que d’une seule manie`re :
intN (extN (t)) = intN (app(extA(t))) = intN ({N(o) | o ⊆ extA(t)} = (d’apre`s la proprie´te´ 1 de
la proposition 18)
∧
Lo⊆extA(t)
intN ({N(o)}) =
∧
Lo⊆extA(t)
int(o) = int(extA(t)) ✷
On en de´duit que l’exploration par spe´cialisation et fermeture de L est simplifie´e du fait qu’on
n’a besoin que de l’extension des e´le´ments ∨L-irre´ductibles de L
11.
Cependant cela n’est inte´ressant que si le nombre de granules |OA| est du meˆme ordre ou
plus petit que |I|. C’est le cas si OA partitionne I, mais ce n’est pas le cas par exemple pour
l’abstraction Alpha. En effet dans ce cas la projection pCα (voir De´finition 8), et donc l’extension
Alpha extCα , ne ne´cessitent pas de parcourir toutes les parties de proportion α des e´le´ments de C,
pour tester leur inclusion dans e (ou ext(t)), mais seulement de parcourir les e´le´ments uj de C et
de mesurer l’intersection de uj avec e.
Exemple Supposons C = {u1, u2}, α = 0.5 et |u1| = |u2| = 1000. On a alors de l’ordre de C
100
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granules dans OCα et seulement deux classes dans C dont il faut conside´rer l’intersection avec e. ✷
Cependant les travaux sur les ensembles approximatifs et leur ge´ne´ralisations, granulaires ou
non, pointent dans deux directions[Pol02]. D’une part un sous-ensemble X de I est conside´re´
comme encadre´ par une borne infe´rieure, correspondant a` notre notion d’abstraction, et une borne
supe´rieure, or celle-ci ne correspondant pas a` une projection, il n’y a pas d’encadrement d’un
treillis de Galois par des treillis abstraits. Les travaux s’orientent alors vers l’e´tude des aspects
alge´briques ou logiques des encadrements des extensions par leurs bornes infe´rieures et supe´rieures.
Notre point de vue sur l’abstraction consiste en une simplification de l’instance par l’ensemble des
proprie´te´s communes a` sa (ses) cate´gorie(s) ce qui conduit a` s’inte´resser a` la borne infe´rieure de
l’encadrement. D’autre part, il y a un continuum entre ces deux bornes, une famille ordonne´e par
11. voir proprie´te´ 4 de la proposition 18.
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inclusion d’approximations de X base´e sur la notion d’appartenance approximative. L’apparte-
nance approximative µX(x) est un degre´ d’appartenance d’un e´le´ment x a` un sous-ensemble X,
tel que si on de´finit x ∈β E ssi µE(x) ≥ β, les ensembles Xβ obtenus varient de manie`re monotone
de X1 = X a` X0 = X. Pour toutes les valeurs sauf β = 1, la fonction extβ(t) = ext(t)β ne permet
pas de former avec int une correspondance de Galois, donc de treillis d’intension/extension 12.
Les abstractions Aα = pCα(P(I)) sont ordonne´es : Aα est plus grossie`re que Aα′ pour α ≥ α
′.
Pour un sous-ensemble X de I donne´, les ensembles Xα = pCα(X) obtenus varient de manie`re
monotone de X1 = X a` X0 = X. Nous en parlerons plus en de´tail, ainsi que des treillis Alpha,
des extensions Alpha et des implications Alpha, dans le paragraphe suivant.
Enfin il est inte´ressant de noter que Wolf Vanpaemel et Gert Storms ont propose´ re´cemment en
psychologie cognitive une notion d’abstraction proche de la noˆtre, the varying abstraction model
of categorization (VAM), pour la mode´lisation de ce qui est me´morise´ lors de l’apprentissage
d’une cate´gorie[VS08]. Dans ce cadre deux mode`les sont classiquement oppose´s : celui base´ sur
un prototype, c’est-a`-dire une repre´sentation re´sume´e des exemples perc¸us de la cate´gorie, et celui
base´ sur les exemplaires, c’est a` dire sur la me´morisation de l’ensemble des exemples perc¸us, le
premier ayant re´cemment de´cline´ en faveur du second 13. Dans leur mode`le, les auteurs partent
du mode`le GCM a` base d’exemplaires et de sa contrepartie MPM base´ sur un prototype, et
proposent le mode`le VAM dans lequel les exemplaires sont regroupe´s (en formant une partition)
pour former un ensemble de prototypes, la taille des groupes faisant varier le niveau d’abstraction.
Dans ce mode`le, chaque prototype est le centro¨ıde d’un groupe (un exemplaire moyen). Dans notre
approche le groupe est repre´sente´ par la description d’un granule.
3.2 La repre´sentation Alpha : abstraction, extension, treillis
Alpha des intensions/extensions
Le point de de´part des travaux sur les repre´sentation Alpha est un travail de N. Pernelle, V.
Ventos et M-C. Rousset[PRV01]. Dans ce travail, les auteures utilisaient une partition a priori
des instances en classe de base et deux niveaux de langages, d’expressivite´ croissante L2 et L3.
Le propos e´tait de construire, je cite : ”de fac¸on automatique un ensemble de classes regroupant
des donne´es en fonction de l’existence de proprie´te´s communes, en associant a` chaque classe une
description permettant de rendre compte de ces proprie´te´s communes”. J’ai rejoint ce travail pour
l’e´tendre a` la construction de treillis de Galois correspondant a` des grains de repre´sentations plus
ou moins grossiers. Nous avons alors de´fini l’extension Alpha pour repre´senter une e´chelle d’abs-
traction reposant sur une partition a priori en classes. Nous avons e´galement de´fini l’ordre partiel,
par projections intensionnelles et extensionnelles, sur les treillis de Galois intension/extension et
conc¸u le syste`me interactif ZOOM dans le but de naviguer dans un treillis potentiellement de
tre`s grande taille, en passant de treillis grossiers, intensionnellement et extensionnellement, a` des
12. Le proble`me ici est qu’en ge´ne´ral ext(int(extβ(t))) ⊃ extβ(t).
13. On retrouve la` le de´bat classique en apprentissage supervise´ opposant les me´thodes repre´sentant d’une manie`re
ou d’une autre la classe a` apprendre ou une frontie`re de´limitant celle-ci, et les me´thodes de type plus proches
voisins. Re´cemment, en apprentissage symbolique supervise´, S. Salzberg[Sal91], P. Domingos [Dom96] ainsi que
Pierre Bre´zellec et collaborateurs (voir chapitre pre´ce´dent) ont propose´ une approche unifiant l’apprentissage par
re`gles et l’apprentissage par instances. Dans tous ces cas, un ensemble de ge´ne´ralisation maximalement spe´cifiques
(ou lgg) de sous-ensembles d’instances repre´sente le concept ou une classe a` apprendre.
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raffinements locaux dans des sous-treillis plus fins[PRSV02]. Dans une the`se re´cente au LORIA
[Mes09], Nizar Messai de´crit un syste`me de navigation pour la de´couverte de ressources, dans un
treillis de concepts multivalue´s. La navigation y a un aspect dynamique associe´ a` des variations
dans le degre´ de granularite´ des treillis explore´s. Ce travail, qui s’interpre`te avec les notions d’abs-
tractions propose´es ici, concre´tise et prolonge la proposition de ZOOM en mettant au centre du
syste`me interactif la navigation par requeˆtes.
Apre`s avoir e´tudie´ les projections intensionnelles et extensionnelles, nous nous sommes con-
centre´s sur l’e´tude des treillis Alpha, de la α-extension [VSL04b] et des α-implications correspon-
dantes [VSL04a]. Comme nous l’avons vu au paragraphe 3.1.1, l’extension extα se de´finit comme
une abstraction, via une projection pα, de l’extension classique : extα = pα ◦ ext, et le treillis de
Galois abstrait correspondant GCα, ou` C est la partition en classes de base, est appele´ treillis Alpha.
Nous avons montre´ que lorsque α augmente, le treillis Alpha croˆıt en abstraction : si α′ > α alors
GCα′ est plus grossier (plus abstrait) que G
C
α. Cela exprime le fait que l’ensemble des α
′-extensions
est inclus dans l’ensemble des α-extensions et que la relation d’e´quivalence ≡α′ entre termes du
langage L est plus grossie`re : si extα(t) = extα(t
′) alors extα′(t) = extα′(t
′). Les α-implications,
exprimant l’inclusion des α-extensions, sont inte´ressantes pour le raisonnement approximatif. Le
paragraphe ci-dessous est extrait de [VSL04a] :
. . . supposons que nous se´parions des espe`ces animales (chacune correspondant a`
une instance) en les classes de base suivantes : mammife`res, oiseaux, insectes. Nous
cherchons a` extraire des re`gles ge´ne´rales de ces donne´es. Une re`gle intuitive est par
exemple : ”un animal qui vole devrait avoir des ailes. Cette implication est vraie aussi
bien pour les oiseaux (les oiseaux coureurs, comme l’autruche, ne contredisent pas la
re`gle) que pour les insectes. Pour eˆtre universelle, la re`gle devrait aussi eˆtre vraie pour
les mammife`res, qui en ge´ne´ral ne volent pas, mais est contredite par l’e´cureuil volant.
L’approche Alpha ici permet de tirer parti de ce que peu de mammife`res volent (en
d’autre termes, la pre´misse de la re`gle n’est pas fre´quente dans la classe mammife`re a`
laquelle appartient l’individu qui falsifie la re`gle). Utiliser une α-extension permet de
retirer l’e´cureuil-volant de l’extension de la pre´misse de la re`gle. Ici, une valeur faible
de α est suffisante pour obtenir une re`gle d’ α− implication (avec donc une confiance
de 1) exprimant que les animaux volants ont des ailes. Bien suˆr des valeurs plus e´leve´es
de α, (proches de 100) e´vitent aussi la falsification de cette re`gle. Cependant dans ce
dernier cas, une re`gle d’ α-implication exprime quelque chose de diffe´rent : elle ne
s’applique a` un individu que lorsque la pre´misse de la re`gle est commune a` la plupart
des individus de la meˆme classe de base. Dans notre exemple, seuls les oiseaux seraient
ainsi concerne´s par une telle re`gle mais pas les insectes.
Dans ces premiers travaux le recouvrement C utilise´ (l’ensemble des classes de bases) est une
partition. Par la suite nous avons ge´ne´ralise´ l’approche a` un recouvrement quelconque [VS05a].
Comme nous l’avons vu au paragraphe 3 l’α-extension associe´e a` un recouvrement C quelconque
est une extension abstraite pour un recouvrement Cα plus fin que C
14. Cependant l’ide´e de cette
ge´ne´ralisation e´tait pragmatique : il s’agissait d’autoriser une meˆme instance a` appartenir a` deux
classes diffe´rentes, ce qui permet d’exprimer la multiplicite´ dans la cate´gorisation d’un objet,
14. Inversement toute extension abstraite correspond a` une 1-extension pour le meˆme recouvrement.
48 CHAPITRE 3. ABSTRACTIONS ORDONNE´ES
tout en gardant le be´ne´fice de l’approche Alpha dans l’abstraction. Conside´rons par exemple, un
individu appartenant a` la fois a` la cate´gorie ”Parent“et a` la cate´gorie ”Travailleur“ et posse´dant
la proprie´te´ stress. Il pourra alors se trouver dans l’extension ext0.1(stress) si soit au moins 10%
des Parents sont stresse´s, soit au moins 10% des Travailleurs le sont. Cette proprie´te´ peut lui eˆtre
nie´e en revanche si il est dans la cate´gorie ”Rentier” 15. Par ailleurs nous nous sommes inte´resse´s
[VS05a, VS05b] aux re`gles d’associations Alpha (voir 3.1.5 pour les de´finitions dans le cas plus
ge´ne´ral des re`gles d’association abstraites) et a` la construction des bases de re`gles correspondantes.
Cela nous a e´galement amene´ a` de´finir, pour pouvoir exprimer les supports minimum des re`gles,
les treillis Alpha fre´quents : il s’agit simplement de combiner la notion de fre´quence locale aux
classes (Alpha) a` une notion de fre´quence globale sur l’ensemble des individus. Concre`tement cela
revient simplement a` ne pas conside´rer les noeuds dont l’α-extension est de cardinal infe´rieur a` un
support minimum 16.
Nous avons e´galement remarque´ que le nombre d’α-implications valides augmente, pour une
meˆme recouvrement, lorsque α, c’est a` dire la granularite´, augmente : les α-implications valides
a` une granularite´ fine restent vraies a` une granularite´ plus grossie`re, ce qui est une conse´quence
de notre de´finition de l’abstraction. Cependant, expe´rimentalement, le nombre d’α-implications
dans la base de Guigues-Duquennes 17diminue. Nous avons alors montre´ que, paradoxalement,
si on conside`re la base min-max [PTB+05] constitue´e de la re´union des ensembles de couples
(ge´ne´rateurs, ferme´) associe´ a` chaque noeud, alors le nombre d’implications diminue lorsque la
granularite´ augmente [VS05b]. Nous en concluons que l’effet de l’abstraction est un enrichissement
et une simplification de la structure (repre´sente´e par l’ensemble des implications valides).
Nous nous sommes alors inte´resse´s, suite a` une suggestion de Nathalie Pernelle, a` la construc-
tion incre´mentale par classe des treillis Alpha (et Alpha fre´quents). En effet, d’une part, nous
avions remarque´ que la suppression de classes dans un recouvrement (et donc des instances cor-
respondantes 18) est une abstraction. En particulier le treillis fre´quent (pour un support α) de
chaque classe est plus abstrait que le treillis α pour le recouvrement constitue´ de l’ensemble des
classes. D’autre part, des travaux de P. Valtchev et collaborateurs existaient sur la fusion de treillis
de Galois[VM01, VML02], correspondant, pour le cas particulier α = 0, a` la fusion des treillis Al-
pha des classes en le treillis Alpha du recouvrement. Nous avons alors e´tendu la me´thode de P.
Valtchev a` la fusion de treillis abstraits (treillis projete´s extensionnellement) et avons applique´ la
me´thode a` la construction incre´mentale par classe 19de treillis Alpha[VS05b].
Une imple´mentation de la construction incre´mentale par classe des treillis Alpha et des re`gles
d’associations correspondantes a e´te´ re´alise´e au LIPN sous la direction de Marc Champesme a`
partir de la plate-forme ”Galicia” 20consacre´e aux treillis de Galois. Elle est ope´rationnelle 21 et
permet d’expe´rimenter l’ensemble des notions et me´thodes pre´sente´es dans ce chapitre 22.
15. pour les besoins de l’analyse et bien qu’il en e´prouve les symptoˆmes
16. Ils sont projete´s, via une projection extensionnelle, sur le noeud ⊥ d’extension nulle.
17. pre´cise´ment dans la base correspondant a` celle de Guigues-Duquenne pour les α-extensions.
18. sauf si elles appartiennent e´galement a` une classe non supprime´e
19. On ne peut en effet pas ajouter simplement des instances d’une classe existante mais seulement ajouter une
nouvelle classe et ses instances.
20. http://www.iro.umontreal.ca/~galicia
21. http://www-lipn.univ-paris13.fr/~\champesme/alphabetagalicia
22. Les recouvrements que l’on peut de´finir n’e´tant pas restreints aux partitions on peut expe´rimenter pour une
langage d’attributs P(A) les treillis abstraits en toute ge´ne´ralite´, en conside´rant le cas α = 0, ou faire varier alpha
pour e´tudier plus pre´cise´ment les treillis et re`gles d’associations Alpha.
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A titre d’exemple, conside´rons la table 3.2 dont les instances sont partitionne´es enMammife`res,
Insectes et Oiseaux.
Les treillis fre´quents (α = 0.6) des classes Insectes et Oiseaux construits par ”Alphabetagali-
cia” 23sont repre´sente´s Figures 3.8 et 3.9.
Figure 3.8 – Le treillis fre´quent G
{Insectes}
0.6
Figure 3.10 est repre´sente´ le treillis Alpha (α = 0.6) du recouvrement {Insectes, Oiseaux}
obtenu en fusionnant les treillis fre´quents (α = 0.6) des classes Insectes et Oiseaux.
3.3 Perspectives
Les travaux en cours ou en projet concernant les treillis Alpha et abstraits portent sur les
aspects logiques (il y a t-il une logique de l’abstraction, des connecteurs modaux Alpha ? quelles
sont ses proprie´te´s ?), les e´tudes expe´rimentales sur des donne´es de grande taille (recherche de
re`gles d’associations), le transfert de la notion de granularite´ re´gulie`re lie´es au projections Alpha
d’un point de vue extensionnel a` une notion de granularite´ re´gulie`re sur les langages intensionnels,
et enfin l’utilisation de l’extension abstraite en apprentissage supervise´ pour re´duire l’espace de
23. ”beta” ici fait re´fe´rence au seuil de fre´quence globale.
Animals Flies Wings Feath. Hairs Vivip. Teats Ovip.
cow 0 0 0 1 1 1 0
flying sq. 1 0 0 1 1 1 0
tiger 0 0 0 1 1 1 0
rabbit 0 0 0 1 1 1 0
platypus 0 0 0 1 0 1 1
bat 1 1 0 1 1 1 0
ant 0 0 0 0 0 0 1
bee 1 1 0 0 0 0 1
wasp 1 1 0 0 0 0 1
condor 1 1 1 0 0 0 1
duck 1 1 1 0 0 0 1
ostrich 0 1 1 0 0 0 1
pigeon 1 1 1 0 0 0 1
Table 3.1 – Tab(i, j) = 1 si le j e`me attribut est vrai pour la ie`me instance.
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Figure 3.9 – Le treillis fre´quent G
{Oiseaux}
0.6
Figure 3.10 – Le treillis Alphae G
{Insects, Birds}
0.6 . Le terme ferme´ {Oviparous, Has Wings} (noeud 9) est
le re´sultat de l’intersection des termes ferme´s {Files, Oviparous, Has Wings} (noeud (2) de G
{Insectes}
0.6
Figure 3.8) et {Oviparous, Has Wings, Has Feathers} (noeud (0) de G
{Oiseaux}
0.6 Figure 3.9).
recherche re´el explore´, en re´duisant le nombre de termes ferme´s.
Chapitre 4
Extraction de Motifs Se´quentiels,
Abstraits, Relationnels
4.1 Pre´ambule
Ce chapitre de´crit une se´rie de travaux portant sur la recherche de motifs, trouvant leur origine
dans la ne´cessite´ d’assouplir la recherche de motifs re´pe´te´s dans les se´quences biologiques, et mene´s
a` l’Atelier de BioInformatique (ABI), d’abord au sein de la section Physique-Chimie de l’institut
Curie, puis au sein du de´partement des sciences de la Nature et de la Vie de l’universite´ Paris VI.
L’ABI est ne´e au de´but des anne´es 80 de la rencontre de chercheurs en sciences de l’Information
et de chercheurs en Biologie, et a ainsi eu un roˆle dans le de´veloppement de la recherche en
BioInformatique en France (voir cet article d’Antoine Danchin [Dan00]). L’Atelier a garde´ une
structure informelle et a toujours pour vocation de servir de lieu de rencontre et d’e´changes sur le
traitement d’information en Sciences de la Vie. Depuis 1985 j’y me`ne une partie de ma recherche.
Sur le the`me ge´ne´ral de l’analyse des se´quences biologiques j’ ai participe´ a` l’encadrement des
the`ses en Sciences de la Vie de Claudine Me´dique [Me´d91] et d’Emmanuelle Ollivier [Oll90], ainsi
qu’a celui des the`ses en Informatique sur la recherche de motifs flexibles de Marie-France Sagot
et Vincent Escalier, dont l’encadrant principal e´tait Alain Viari. Marc Champesme, Dominique
Bouthinon et Nalha El Zant dont j’ai encadre´ les the`ses au LIPN, et Nadia Pisanti, en post-doc
CNRS au LIPN y ont e´galement travaille´ sur l’extraction de motifs flexibles et leurs contributions
pre´sente´es ci-dessous. Enfin il sera e´galement question d’une partie du travail de the`se en Sciences
de la Vie de Mathilde Carpentier, principalement encadre´e par Joe¨l Pothier 1.
1. Les directeurs des diffe´rentes the`ses mentionne´es ci-dessus e´taient respectivement Antoine Danchin, Alain
He´naut, Maxime Crochemore, Christian Choffrut, Daniel Kayser pour les 3 the`ses LIPN, et Pierre Netter
51
52 CHAPITRE 4. EXTRACTION DE MOTIFS
4.2 Extraction de Motifs re´pe´te´s sur des objets se´quentiels
et ge´ome´triques
4.2.1 Extraction de motifs dirige´e par les donne´es
Le proble`me aborde´ ici est celui de l’extraction de motifs fre´quents, brie`vement mentionne´ au
paragraphe 2.3 dans le cadre ge´ne´ral de la fouille de donne´es, dans le cas particulier des objets
se´quentiels rencontre´s en Analyse de se´quences biologiques.
Les premiers travaux sur ce sujet visaient a` chercher une me´thode d’alignement par blocs
d’un ensemble de prote´ines, associe´s a` une meˆme famille, c’est a` dire partageant une meˆme fonc-
tion biologique. Chaque prote´ine est repre´sente´e par une se´quence d’acides amine´s, c’est a` dire
techniquement par une se´quence de symboles pris dans un alphabet de taille 20. La me´thode de
A.M. Landraud et collaborateurs dont nous sommes partis recherchait les mots les plus longs dont
on trouvait des occurrences sur au moins k des n se´quences [LAC89] et utilisait pour cela une
adaptation de l’algorithme de recherche de mots re´pe´te´s duˆ a` Karp, Miller et Rosenberg (KMR)
[KMR72]. Cependant un algorithme recherchant des re´pe´titions exactes sur l’alphabet des acides
amine´s n’est pas approprie´ a` la recherche de motifs re´pe´te´s sur des se´quences d’acides amine´s. En
effet un motif caracte´ristique dans une famille de prote´ines aura des occurrences similaires mais
pas exactes, certains acides amine´s ayant pu se substituer les uns aux autres, lors de l’e´volution,
sans que la fonction de la prote´ine ne soit perdue. Avec Alain Viari et Marc Champesme nous
avons ge´ne´ralise´ KMR a` des alphabets de´ge´ne´re´s : dans les mots les symboles sont remplace´s
par des groupes de symboles, non disjoints 2, recouvrant l’alphabet. L’algorithme obtenu, nomme´
KMRC 3[SVC95] conside`re une relation R non transitive entre symboles, les groupes de symboles
e´tant les cliques maximales de cette relation.
KMR utilise un sche´ma de type radix sorting pour effectuer des intersections d’ensemble d’oc-
currences permettant ainsi la construction des extensions de mots longs a` partir d’extensions de
mots plus courts.
Plus pre´cise´ment soit m et m′ deux mots de longueur k, on notera ext(m) l’ensemble des
occurrences du mot m dans la chaˆıne S de longueur n 4, et ext( km
′) = ext(m′)− k l’extension de
m′ lorsque l’on de´cale chaque occurrence de k vers la gauche. On a alors :
ext(m) ∩ ext(km
′) = ext(mm′) avec mm′ = m+k m
′ (4.1)
ext(m) ∩ ext(lm
′) = ext(m+l m
′) avec un chevauchement sur k − l positions (4.2)
m est ainsi le pre´fixe de longueur k de m+ lm
′, et m′ son suffixe de longueur k.
Exemple
S = abbaababbaaa, n = 12, k = 2, ext(ab) = 1, 5, 7, ext(ba) = 3, 6, 9, ext(2ba) = 1, 4, 7, abba =
ab+2 ba et ext(abba) = 1, 5, 7 ∩ 1, 4, 7 = 1, 7.
En utilisant un chevauchement de 2− 1 = 1 positions on peut aussi construire aba = ab+1 ba
et obtenir ext(aba) = ext(ab) ∩ ext(1ba) = 1, 5, 7 ∩ 2, 5, 8 = 5 qui est bien la seule occurrence de
aba dans S.
2. Dans le cas ou` les groupes sont disjoints, cela revient simplement a` un changement d’alphabet.
3. KMR-Cliques
4. Une occurrence i est repre´sente´e par l’indice de de´but du mot dans la chaˆıne.
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Ici l’exploration des motifs se fait par niveaux de taille croissante des mots et porte directement
sur les extensions : les mots eux-meˆmes n’interviennent pas, la me´thode e´tant ainsi a` la fois
descendante et dirige´e par les donne´es, exploitant au mieux la structure se´quentielle des donne´es.
A un niveau donne´ KMR partitionne les positions et la recherche des mots re´pe´te´s de taille k dans
une se´quence est de complexite´ spatiale O(n) et temporelle O(nlog(k)), la complexite´ temporelle
de la recherche du mot re´pe´te´ le plus long e´tant O(nlog(n)). Cette faible complexite´ vient de ce
que pour passer de la longueur k a` la longueur 2k il suffit de parcourir les au plus n positions i
des mots de taille k (les pre´fixes), range´es par extension (par mot), et d’aller directement dans
la se´quence en i + k ou` on trouvera l’indice d’un mot de longueur k de´cale´ de k (le suffixe) et
associe´ a` une entre´e dans un vecteur. Chaque position d’un pre´fixe est donc envoye´e a` l’entre´e du
suffixe correspondant. A la fin de l’ite´ration, un second parcours des indices permet de construire
les extensions des mots de taille 2k. Chaque e´tape ne´cessite donc O(n) ope´rations et il y a au plus
O(log(n)) ite´rations, l’intersection de mots chevauchant permettant d’atteindre la taille k ou la
taille kmax maximale d’un mot re´pe´te´.
Des mots re´pe´te´s aux motifs re´pe´te´s : KMRC
L’efficacite´ de l’approche vient de cette exploitation de la structure de se´quence pour distribuer
les positions de la se´quence et effectuer une intersection en O(n). Nous avons autant que possible
garde´ cette notion de distribution, e´vitant en particulier d’engendrer des mots d’extensions vides,
dans les diffe´rents de´veloppements de ce travail.
Une relation R non transitive entre symboles est typiquement obtenue en e´creˆtant une matrice
de similarite´ entre acides amine´s (voir par exemple [LG08]). KMRC utilise le meˆme sche´ma que
KMR aux diffe´rences suivantes pre`s :
– Une meˆme position de l’extension d’un mot pre´fixe de longueur k peut eˆtre distribue´e dans
O(gk) indices de mots suffixes, ou` g est la de´ge´ne´rescence de R, c’est-a`-dire le nombre de
groupes (cliques maximales deR) auquel appartient un symbole de l’alphabet. La conse´quence
est que, sauf dans le cas KMR, ou` g = 1, la complexite´ d’une ite´ration va de´pendre expo-
nentiellement de la longueur du mot.
– On ne garde a` la fin de chaque ite´ration que les extensions maximales au sens de l’inclusion,
ce qui ne´cessite un test d’inclusion qui peut eˆtre couˆteux, et conduit a` une complexite´ globale
O(n.k.g2k.log(k))
– La me´thode faisant une exploration exhaustive et en largeur peut conduire a` une explosion
en me´moire pour des longueurs relativement faibles.
– A chaque extension maximale, pour une valeur de k donne´e, peuvent correspondre plusieurs
motifs de meˆme extension. L’extension peut alors eˆtre repre´sente´e par les groupes contrai-
gnant chaque position dans le motif.
Par la suite de nombreux de´veloppements ont e´te´ faits dans le cadre de la the`se de Marie-France
Sagot[Sag96]. En particulier conside´rer directement un recouvrement de l’alphabet, plutoˆt qu’une
relation, permet de repre´senter des motifs plus ge´ne´raux, et ceci sans changer l’algorithmique de
KMRC. La notion d’extension utilise´e dans ce me´moire repre´sente ici l’ensemble des occurrences
d’un motif ou mode`le dans une ou plusieurs se´quences, c’est-a`-dire un ensemble de positions
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correspondant au de´but d’un mot qui est une instance d’un motif. La contrainte de fre´quence ou
re´pe´tition dans le cas d’une se´quence, porte sur la taille de l’extension. Dans les proble`mes pose´s en
analyse de se´quences, on est souvent amene´ a` conside´rer une contrainte de quorum relativement
a` un certain nombre de se´quences : c’est alors la pre´sence d’une occurrence d’un motif dans
au moins q se´quences parmi n qui est recherche´e. Cependant, dans la mesure ou` la contrainte
portant sur l’extension est anti-monotone avec la taille du motif, c’est-a`-dire : si mm′ satisfait la
contrainte alors m satisfait la contrainte, l’algorithmique de la recherche de motifs est inchange´e.
Nous donnons ci-dessous un exemple simple de motif re´pe´te´ trouve´ par KMRC, lorsque l’on utilise
un recouvrement.
Exemple Soient l’alphabetA = {a, b, c, d, e}, le recouvrement C = {c1 = {a, b, c}, c2 = {b, c, d}, c3 =
{d, e}, c4 = {a, e}} et la se´quence S = adbeb.
Ici la valeur maximale de g est 2 (par exemple a appartient a` c1 etc4).
Pour k = 3 nous avons l’extension maximale {1, 3} correspondant aux motifs c1 − c3 − c1
et c1 − c3 − c2 qui sont donc e´quivalents extensionellement sur la se´quence S. Nous noterons
c1 − c3 − (c1, c2) le motif extensionnel correspondant. Aux positions 1 et 3 on trouve les instances
adb et beb du motif c1 − c3 − c1.
c1− c3− (c1, c2) est d’extension maximale mais pas c1− c2− c1 dont l’extension {1} est incluse
dans celle de c1 − c3 − (c1, c2).
Si nous conside´rons l’ensemble de se´quences {S, S′, S′′} avec S′ = adb et S′′ = eee, alors
{{1, 3}, {1}, ∅} est une extension maximale, correspondant toujours aux motifs c1 − c3 − c1 et
c1 − c3 − c2. Si q=2, alors cette extension satisfait la contrainte de quorum.
✷
Lorsque KMRC doit construire les motifs de taille k, k n’e´tant pas une puissance de 2, il y a
une ite´ration ou` les mots pre´fixe et suffixes sont chevauchant et qui fait donc appel pour le calcul
de l’extension a` l’e´quation 4.2. Dans ce dernier cas, KMRC engendre des artefacts, appele´s pseudo-
motifs qui seront naturellement e´limine´s lors de la phase d’e´limination des motifs non maximaux.
En effet un pseudo-motif n’est pas constitue´ d’une classe d’e´quivalence de motifs de la forme
ci1 − · · · − cin mais contient, sur le chevauchement, des intersections de classes ci. Ceci n’a qu’une
incidence ne´gligeable sur le couˆt d’exe´cution en temps et en espace de l’algorithme. Cependant
ce surcouˆt devient proble´matique lorsque chaque ite´ration concerne des mots chevauchants, avec
g > 1, ce qui sera le cas lors de la recherche de motifs relationnels pour le proble`me de la recherche
de motifs structuraux re´pe´te´s (voir ci-dessous paragraphe 4.2.4). Il est heureusement possible
d’e´viter d’engendrer ces pseudo-motifs, comme nous allons le voir dans l’exemple ci-dessous :
Exemple
Soient l’alphabet A = {a, b, c, d, e}, le recouvrement C = {C1 = {a}, C2 = {b, c}, C3 =
{c, d}, C4 = {e}} et la se´quence S = abeXXaceXXadeXX
5. En notant #i le ie`me motif
extensionnel, on a les motifs maximaux suivants :
5. Le symbole ’X’, n’e´tant pas dans le recouvrement, n’apparaˆıtra pas dans les occurrences, et est utilise´ ici par
souci de lisibilite´.
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Identificateur Extension motifs associe´s
#1 1, 6 C1 − C2
#2 6, 11 C1 − C3
#3 2, 7 C2 − C4
#4 7, 12 C3 − C4
Si on construit les mots de taille 3, on utilisera deux mots pre´fixes et suffixes de taille 2, avec
un chevauchement d’une lettre. On aura en particulier ici :
ext(#1) ∩ ext(1#4 = {6} repre´sentant le pseudo-motif de longueur 3 C1 − (C2 ∩ C3) − C4 =
{a}{c}{e}. Cet artefact sera e´limine´ par ext(#1) ∩ ext(1#3) = {1, 6} repre´sentant C1 − C2 − C4
ou par ext(#2) ∩ ext(1#4) = {6, 11} repre´sentant C1 − C3 − C4.
Il est clair ici que le proble`me est que lors de la ge´ne´ration d’un pseudo-motif, le suffixe
du motif pre´fixe (C2 de C1 − C2) ne correspond pas au pre´fixe du motif suffixe (C3 de C3 −
C4). Cependant si on transmet a` l’e´tape k = 3 pour chaque motif maximal, de longueur 2, les
identificateurs du motif pre´fixe et du motif suffixe (de longueurs 1) dont il re´sulte, alors une simple
comparaison d’identificateurs permettra de savoir si deux motifs maximaux peuvent eˆtre combine´s
sans engendrer un artefact.
Conside´rons le motif #1 (C1 − C2) et les identificateurs de ses motifs pre´fixes et suffixes a`
l’e´tape k = 1 (notons les p#1(C1) et s#1(C2)) ainsi que le motif #4 (C3−C4) et les identificateurs
pre´fixes et suffixes p#4(C3) et s#4(C4). Il suffit de remarquer que s#1(C2) 6= p#4(C3).
Il faut de plus utiliser un me´canisme d’he´ritage des identificateurs pre´fixes et suffixes. En effet
lorsqu’un mot est e´limine´ car non maximal, alors il faut que ses identificateurs pre´fixes et suffixes
soient transmis au motif qui l’a e´limine´. Il en re´sulte qu’un mot maximal sera associe´ a` une liste
de couples d’identificateurs. Voici un exemple montrant la ne´cessite´ de cet he´ritage :
Soient l’alphabet A = {a, b, c, d, e, f}, le recouvrement C = {c1 = {a}, c2 = {b, c}, c3 =
{c, d}, c4 = {e}, c5 = {f}} et la se´quence S = abf . . . ace . . . ade . . . fde
6. On a pour k = 2
les motifs maximaux suivants :
Identificateur Extension motifs associe´s
#1 1, 11, 21 c1 − c2
#2 11, 21 c1 − c3
#3 12, 22 c2 − c4
#4 12, 22, 32 c3 − c4
Apre`s e´limination des motifs non maximaux, il ne reste que #1(C1−C2) et #4(C3−C4) qui ne
seront donc pas combine´s, C2 et C3 (conside´re´s comme des identificateurs) ne correspondant pas,
ce qui empeˆchera d’obtenir le mot maximal d’extension {11, 21} (C1 − (C2, C3)−C4). Cependant
si on conside`re que #1 ayant e´limine´ #2 he´rite de ses identificateurs, alors il est repre´sente´ par son
extension ainsi que par ses listes d’identificateurs pre´fixes et suffixes p#1 = {C1}, s#1 = {C2, C3}.
Il en sera de meˆme pour #4 qui he´rite de #3 et est repre´sente´ par p#4 = {cC , C3}, s#4 = {C4}. Il
suffit alors de remarquer que s#1 = {C2, C3} ∩ p#4 = {C2, C3} 6= ∅ pour autoriser la construction
de C1 − (C2, C3)− C4
7.
6. On ne note ici que les mots commenc¸ant aux positions 1 modulo 10.
7. Il faut bien distinguer ici le motif C1 − (C2, C3) − C4 qui repre´sente une classe de motifs (par he´ritage des
classes Ci) du pseudo-motif C1 − (C2 ∩ C3) − C4. Dans le motif ci-dessus il faut comprendre (C2, C3) comme
une re´union : l’un au moins des motifs C1 − C2 − C4 ou C1 − C3 − C4 a comme extension {11, 21}, l’autre e´tant
d’extension incluse ou e´gale a` {11, 21}. Dans le cas pre´sent les deux ont la meˆme extension, ce qui signifie qu’en
position 2 on ne trouve que des symboles a` l’intersection de c2 et de c3.
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4.2.2 Occurrences approche´es de motifs
Dans sa the`se, Marie-France Sagot, a en particulier assoupli la notion d’occurrence de manie`re
a` inclure dans l’extension d’un motif toute position ou` l’on commence un mot dont la distance de
Levenshtein a` une instance du motifm est infe´rieure a` un certain ǫ. Il s’agit en substance d’autoriser
des erreurs dans l’instance d’un motif : le nombre d’ope´rations (substitution d’un symbole, insertion
d’un symbole, suppression d’un symbole) pour passer du mot commenc¸ant en i a` une instance du
motif m est borne´. Il s’agit ici de la manie`re classique de comparer deux (fragments de) se´quences
biologiques (ARN, ADN et prote´ines) en fonction d’e´ve`nements mutationnels ayant conduit, d’un
anceˆtre commun dans l’e´volution, a` ces deux se´quences. Dans les algorithmes de recherche de
motifs re´pe´te´s, ainsi e´tendus aux occurrences d’erreur borne´e, l’approche en largeur, qui conduit
a` des difficulte´s parfois insurmontables en espace me´moire, peut-eˆtre remplace´e par une approche
en profondeur [SVS97]. Ainsi l’algorithme LePoivre permet la recherche de motifs re´pe´te´s avec une
complexite´ en me´moire O(n.k). Le prix a` payer pour cela est faible en ce qui concerne le nombre
d’ite´rations ne´cessaires : le facteur log(k) de l’exploration en largeur correspondant au nombre
d’ite´rations pour construire les motifs de longueur k, passant a` k. On perd cependant e´galement
la se´lection d’extensions maximales (on ne peut plus comparer aise´ment les extensions des motifs)
qui joue un roˆle important lorsque le recouvrement est e´leve´ (g > 1), ce qui est le cas dans les
proble`mes de recherche de motifs structuraux dans les prote´ines, mais pas dans les proble`mes de
recherche de motifs dans l’ADN. Dans ce dernier cas une version simplifie´e de l’algorithme en
profondeur partant directement de KMR est pre´fe´rable [SEVS95].
4.2.3 Des motifs aux motifs relationnels
Enfin, nous avons e´tendu la notion de motif aux motifs relationnels. Pour cela nous conside´rons
une se´quence d’entite´s, repre´sente´es chacune un symbole, ainsi qu’un ensemble de relations entre
les paires d’entite´s. On ajoute a` l’alphabet de symboles et au recouvrement sur les symboles, un
alphabet de relations ainsi qu’un recouvrement sur cet alphabet. Un k-motif se´quentiel sera alors
constitue´ de k groupes de symboles et de k(k− 1) groupes de relations. Ci dessous, les de´finitions
formelles :
De´finition 15 (Se´quence relationnelle) Soit R = {r1, . . . , r|R|} un alphabet de relations et
r ∈ R une relation. La se´quence relationnelle t est une se´quence de taille n sur l’alphabet A dans
laquelle a` chaque paire de positions (p1, p2), telle que 1 ≤ p1 < p2 ≤ n et |p1 − p2| ≤ k − 1, on
associe une unique relation r ∈ R entre les positions p1 et p2. Ce que nous e´crirons r(p1, p2) ou
(p1, p2) ∈ r.
La notion de recouvrement de relation est de´finie ci-dessous :
De´finition 16 Soit GR = {CR1, . . . , CR|GR|}, avec CRi ⊆ R pour 1 ≤ i ≤ |GR|, un recouvre-
ment de relations sur R dont les CRi sont appele´s groupes de relations.
La notion de motif s’enrichit alors de contraintes relationnelles, et induit une notion d’occur-
rence plus contrainte :
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De´finition 17 Un k-motif relationnel est un k-motif plus les groupes de relations CR(i,j), avec
1 ≤ i < j ≤ k, pour chaque paire de positions entre 1 et k. Un k-motif relationnel x a une
occurrence dans t a` la position p si le motif x a une occurrence a` la position p de t et si pour toute
les paires (i, j) on a r(p+ i, p+ j) avec r ∈ CR(i,j).
Exemple Soient les recouvrements C = {C1 = {a}, C2 = {b, c}} et GR = {CR1 = {ra, rb}, CR2 =
{rb, rc}} un motif relationnel M se repre´sentera par exemple de la manie`re suivante :
CR1
CR2 CR2
M = C1 C2 C1
Ce qui signifie que les symboles aux premie`re, seconde et troisie`me positions doivent appartenir
respectivement aux groupes C1, C2, C3 , que la relation liant la paire de positions (1,2) appartient
a` CR2, celle liant la paire (1,3) appartient a` CR1 et celle liant la paire (2, 3) a` CR2. ✷
La relation de re´currence pour calculer l’extension d’un k+1-motif relationnel est base´e sur la
remarque suivante : a` partir de deux k-motifs relationnels m et m′on obtient plusieurs k+1-motifs
relationnels selon le groupe de relation CR(1,k+1) contraignant la paire de position 1, k + 1, seule
paire lie´e ni dans m ni dans m′. On notera m +1 m
′ + CR un tel k + 1-motif relationnel. La
relation de re´currence permettant de construire les k+1 motifs a` partir de deux k-motifs est alors
la suivante :
ext(m) ∩ ext(1m
′) ∩ ext(CR(1,k+1) = CR) = ext(m+1 m
′ + CR) (4.3)
Comme dans KMR et KMRC, seules les extensions non vides seront ainsi engendre´es. Nous recher-
cherons des motifs et motifs relationnels re´pe´te´s dans plusieurs proble`mes biologiques mentionne´s
ci-dessous.
4.2.4 La recherche de motifs structuraux dans les prote´ines
Extraction de motifs structuraux se´quentiels re´pe´te´s : GOK
Nous avons utilise´ KMRC pour chercher des motifs structuraux se´quentiels re´pe´te´s dans les
squelettes C − α des prote´ines [SVPS95]. En effet la se´quence d’acides amine´s d’une prote´ine se
replie dans l’espace en une conformation stable. Les acides amine´s sont des mole´cules organiques
se distinguant par leur chaˆıne late´rale, autour d’un squelette identique contenant un atome de Car-
bone, dit Carbone-α. La succession des Carbone−α constitue le squelette de la structure, et consti-
tue une chaˆıne dans l’espace dont la forme peut-eˆtre de´crite par la succession de paires d’angles
(φ, ψ) chacun associe´ a` un acide amine´. Chaque fragment est ainsi de´crit par des coordonne´es
internes : pour comparer deux fragments, il suffit de comparer leurs coordonne´es internes 8. La
me´thode a e´te´ inte´gre´ au logiciel interactif GOK, de´veloppe´ par Joe¨l Pothier, qui a par la suite e´te´
8. Cette approche s’oppose a` la comparaison par superposition des fragments, dans laquelle la distance entre
fragments passe par une superposition ce qui rend proble´matique les comparaisons multiples.
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utilise´ pour aligner avec succe`s une prote´ine de la famille des cytochromes P450 avec des prote´ines
de la meˆme famille dont les repliements e´taient connus [JPD+97].
Extraction de motifs structuraux ge´ome´triques re´pe´te´s : MESCAN
A la meˆme e´poque, dans le cadre de la the`se de Vincent Escalier, e´galement encadre´e par
Alain Viari, nous nous sommes inte´resse´s a` l’extraction de motifs non plus se´quentiels mais lie´s
a` la proximite´ dans l’espace des atomes, ce qui permet d’utiliser les chaˆınes late´rales des acides
amine´s et est ainsi utile par exemple pour extraire certains motifs fonctionnels. Dans ce travail,
concre´tise´ par le logiciel MESCAN de´die´ a` la recherche de motifs re´pe´te´s dans plusieurs structures,
l’occurrence d’un motif est un ensemble de points (d’atomes) dans l’espace de´crit la` aussi par des
coordonne´es internes, mais il s’agit cette fois de l’ensemble des distances inter-atomiques [EPSV98].
Nous avons garde´ pour cela l’ide´e de construire les occurrences de motifs a` partir de celles de motifs
plus petits, mais la perte de l’ordre se´quentiel a plusieurs conse´quences :
– Les occurrences de motifs de taille k sont obtenues a` partir de celles de deux motifs ”fre`res“
de taille k− 1 et partageant k− 2 atomes. Le motif e´tant relationnel, il faut e´galement tenir
compte de la distance entre les deux atomes n’appartenant pas a` l’intersection des 2 motifs.
– Une des prote´ines joue un roˆle particulier de re´fe´rence : un motif sera un sous-ensemble
d’atomes de la prote´ine de re´fe´rence.
– Un ensembles d’atomes a1, . . . ak appartenant a` une prote´ine p est une occurrence d’un
motif r1, . . . , rk extrait de la prote´ine de re´fe´rence pr si et seulement toutes les distances
interatomiques sont similaires, c’est-a`-dire si pour toute paire d’indices i, j, on |dist(ai, aj)−
dist(ri, rj)| ≤ ǫ.
– On utilise e´galement un contrainte de compacite´ : dans un motif, ou une occurrence, deux
atomes ne peuvent eˆtre a` une distance supe´rieure a` une limite δ.
Extraction de motifs structuraux relationnels et se´quentiels re´pe´te´s : TRIADES
Cette description en coordonne´es internes exprimant des relations entre entite´s (atomes) est a`
l’origine de la de´finition, dans le cadre de la the`se de Nalha El Zant [EZ05], de la notion de motifs
relationnels pour lesquels un premier algorithme KMRRelat a e´te´ propose´ [EZS04].
Nous avons alors applique´ KMRRlelat a` l’extraction de motifs structuraux se´quentiels re´pe´te´s,
apre`s avoir observe´ que dans le cas de GOK il arrivait parfois que deux fragments soient des occur-
rences d’un meˆme motif, mais se superposent mal en raison d’un effet de divergence, c’est-a`-dire
d’une accumulation d’erreurs angulaires le long du motif. Cet effet est intrinse`que a` toute me´thode
conside´rant se´pare´ment les e´le´ments de la se´quence. La premie`re version du programme TRIADES
de´veloppe´ par Joe¨l Pothier et Mathilde Carpentier souffrait cependant d’explosion combinatoire
au dela` de quelques structures. Pendant le post-doc de Nadia Pisanti, nous avons propose´ une
ame´lioration de l’algorithme permettant d’e´viter la ge´ne´ration de (parfois tre`s nombreux) candi-
dats inutiles lors de la recherche de re´pe´titions. Le nouvel algorithme, KMRoverlap, dont le principe
a e´te´ de´crit au paragraphe 4.2.1 a e´te´ imple´mente´ au sein de TRIADES [PSC05, PSCP06][PSCP09].
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4.2.5 Extraction d’une structure secondaire commune a` une famille de
fragments d’ARN
La notion de motif relationnel a e´te´ d’abord de´finie dans un cas particulier pendant la the`se de
Dominique Bouthinon[Bou96]. Il s’agissait de rechercher une structure secondaire partielle com-
mune a` un ensemble de fragments d’ARN. L’ARN est constitue´ d’une se´quence de nucle´otides
qui s’apparient selon certaines re`gles simples et de manie`re a` minimiser l’e´nergie de la structure
re´sultante. La structure secondaire est la repre´sentation de cet ensemble d’appariements. L’ob-
servation de la structure e´tant difficile, des programmes de minimisation pre´disent la structure
d’un fragment d’ARN, avec cependant une certaine ambigu¨ıte´ : parmi les n meilleures structures
secondaires propose´es, on trouvera souvent la structure correcte. La recherche d’une sous-structure
commune est donc de´licate pour deux raisons :
– La structure sera repre´sente´e par un ensemble de relations entre unite´s d’appariement ap-
pele´es he´lices, ou structures tige-boucle et constitue´es chacune d’une tige repre´sentant l’ap-
pariement d’un suite de nucle´otides avec une autre suite de nucle´otides et d’une boucle
repre´sentant la partie non apparie´e entre les deux parties de la tige. Lorsque les he´lices sont
ordonne´es selon leur ordre de de´part dans la structure, il y a trois types de relations possibles
entre deux he´lices : l’’inclusion, la disjonction et le chevauchement. Les motifs recherche´s
sont donc de nature relationnelle.
– La de´tection des unite´s potentielles est assez simple, mais la se´lection des he´lices se formant
re´ellement dans la structure de´termine la structure secondaire. Chaque structure candidate,
parmi les n meilleures, est ainsi repre´sente´e par un sous-ensemble maximal d’he´lices relative-
ment a` une relation de compatibilite´ entre 2 he´lices. La structure d’une se´quence d’ARN est
ainsi repre´sente´e par un ensemble, (un sac ) de structures possibles. La notion d’occurrence
d’une sous-structure, c’est-a`-dire un motif relationnel, dans une se´quence, est alors de´finie
comme l’occurrence du motif dans une au moins des structures possibles pre´dites.
Le proble`me de la recherche d’une structure commune a` un ensemble de se´quences, se rame`ne
donc a` la recherche de mots relationnels (il n’ y a pas ici de notion de recouvrement sur les
alphabets) re´pe´te´s au sens d’une notion d’occurrence cre´dule. L’algorithme de recherche de mots
relationnels re´pe´te´s propose´ par Dominique utilise l’ordre des he´lices sur la se´quence et la nature
des relations pour coder progressivement les sous-structures dans un dictionnaire, ainsi qu’une
relation de re´currence, adapte´e au cas du dictionnaire, pour construire les extensions des mots
re´pe´te´s.
Un autre point inte´ressant de ce travail est l’e´tape d’ordonnancement des structures communes
propose´es par l’algorithme de recherche de re´pe´titions. En effet, dans les expe´riences effectue´es pour
rede´couvrir la structure en feuille de tre`fle des ARN de transfert (une he´lice contenant trois autres
he´lices disjointes entre elles) la structure correcte n’e´tait pas distinguable, ni par sa taille, ni par
sa fre´quence, des autres structures candidates. La raison est que de nombreuses structures a` base
de chevauchement sont trouve´es simplement parce qu’elles sont naturellement plus fre´quentes.
Faute de mode`le probabiliste les fre´quences de toutes les structures retenues ont e´te´ estime´es dans
des se´quences ale´atoires. La structure en feuille de tre`fle, comme les structures de´ja` connues en
ge´ne´ral, ayant une probabilite´ a priori faible se retrouve alors en teˆte lorsqu’on corrige sa fre´quence
observe´e[BS99]. Enfin, notons l’inte´reˆt constant pour la repre´sentation propose´e ici des structures
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secondaires d’ARN en ensemble de 2-intervalles compatibles (selon la terminologie employe´e par
Ste´phane Vialette[Via04]) et spe´cifiquement pour la recherche des sous-ensembles maximaux de
2-intervalles compatibles [BFV07, CHL+08]. La figure 4.1, tire´e de l’article de Ste´phane Vialette
pre´cite´, montre une structure secondaire d’ARN et sa repre´sentation en 2-intervalles.
Figure 4.1 – La structure secondaire de l’ARNt et sa repre´sentation en un motif de 2-intervalles. Celle-ci
s’e´crit, en notant les 2-intervalles p1, p2, p3, p4, ordonne´s a` partir de leur premier intervalle de gauche a`
droite : inclus(p1, p2), inclus(p1, p3), inclus(p1, p4), disjoint(p2, p3), disjoint(p2, p4), disjoint(p3, p4).
Nous retrouverons ce travail dans le chapitre suivant, dans la mesure ou`, du point de vue de
l’apprentissage artificiel et de la programmation logique inductive il permet de de´finir un nouveau
type de proble`mes d’apprentissage supervise´, les proble`mes d’apprentissages a` partir d’exemples
ambigus, dont la formulation est proche mais diffe´rente de celle de l’apprentissage multi-instance
[DLLP97] et qui ge´ne´ralise les proble`mes d’apprentissage a` partir d’exemples incomplets [BS98a].
4.3 Perspectives
Les diffe´rents algorithmes de recherche de motifs re´pe´te´s sont des cas particuliers, se´quentiels, de
recherche de termes fre´quents, tels que ceux e´voque´s dans les chapitres pre´ce´dents. D’une part leur
domaine d’application va au dela` des proble`mes de Biologie qui les ont inspire´s, et en particulier il
serait inte´ressant de les appliquer a` des proble`mes de fouille de se´ries chronologiques. Je pense en
particulier a` l’extraction de chroniques [DD99, Dou02], pour lesquels les motifs relationnels e´voque´s
au paragraphe pre´ce´dent sont parfaitement adapte´s dans la mesure ou` les relations inclusion,
disjonction, chevauchement sont un sous-ensemble des relations de l’alge`bre d’intervalles de Allen
[All83]. D’autre part, il serait inte´ressant d’e´tendre les motifs se´quentiels relationnels propose´s ici
a` des structures d’arbres et de graphes en essayant de garder l’approche purement extensionnelle
et par niveau propose´e ici. Cela pourrait eˆtre facilite´ par une meilleure compre´hension des liens
entre recherche de motifs se´quentiels ferme´s ou I-maximaux (au sens d’une relation de spe´cificite´
entre motifs) [AU07] et recherche de motifs au sens extensionnel utilise´ dans ce paragraphe.
Chapitre 5
Paradigmes
5.1 Apprentissage a` partir de donne´es ambigue¨s
Dans le proble`me d’apprentissage de structures secondaires d’ARN e´voque´ au paragraphe 4.2.5
les exemples pre´sentent une forme extreˆme et originale d’incomple´tude : la description d’une struc-
ture e´tant indirecte, aucun des e´le´ments de description d’un exemple n’est connu, et il faut passer
par une e´tape de pre´diction des structures les plus probables, de laquelle on tire un ensemble de
structures candidates. Chaque exemple est alors repre´sente´ par un ensemble de structures possibles.
Ceci nous a amene´, avec Dominique Bouthinon et Ve´ronique Ventos a` e´tudier les conse´quences de
situations d’ambigu¨ıte´ ou d’incomple´tude dans la repre´sentation des exemples, sur l’apprentissage
de concept, et plus pre´cise´ment sur les cadres logiques d’apprentissages[De 97].
L’apprentissage de concept a` partir d’exemples repose classiquement sur une relation de cou-
verture entre une hypothe`se h, prise dans un langage L, et une instance e : couvre(h, e+) doit
eˆtre vraie pour tous les exemples positifs e+ et couvre(h, e−) doit eˆtre faux pour tous les exemples
ne´gatifs e−, d’un ensemble d’apprentissage E = E+ ∪E− repre´sentant un certain concept-cible. h
appartient alors a` l’espace des solutions, appele´ e´galement Espace des Versions [Mit82] V (L, E) du
proble`me lorsque le langage L des solutions candidates est partiellement ordonne´. Cette de´finition
suppose une description comple`te de chaque exemple : pour toute hypothe`se h et tout exemple
e, couv(h, e) doit eˆtre mesurable. Haym Hirsh a propose´ d’e´tendre informellement cette notion de
solution de manie`re a` prendre en compte tout e´le´ment d’information, concernant les exemples,
susceptible de contraindre l’Espace des Versions [Hir94]. La de´finition d’un proble`me d’apprentis-
sage de concept doit alors e´galement eˆtre re´vise´e : une hypothe`se h doit alors eˆtre compatible avec
toute information, aussi partielle soit-elle, concernant un exemple.
Dans son travail sur les cadres logiques pour l’apprentissage de concepts, Luc De Raedt propose
un cadre ge´ne´ral, l’apprentissage par satisfiabilite´, qui permet de rendre compte de l’ensemble des
cadres d’apprentissage de´finis en Programmation Logique Inductive (PLI), en utilisant une notion
de re´duction d’un cadre d’apprentissage a` un autre : tous les cadres explore´s dans ce travail se
re´duisent a` l’apprentissage par satisfiabilite´, l’inverse n’e´tant pas vrai. Cependant l’apprentissage
par satisfiabilite´ ne rend que partiellement compte de l’incomple´tude des exemples. Sa limite
d’expressivite´ se manifeste dans le traitement des exemples ne´gatifs et a comme origine le maintien
de la compatibilite´ d’une hypothe`se avec un exemple ne´gatif exprime´e comme la ne´gation d’une
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relation de couverture. Nous avons propose´ un cadre d’apprentissage, en situation d’incomple´tude
des exemples, en tirant les conse´quences de l’approche de Haym Hirsh :
– La relation de compatibilite´ de´pend de la nature de l’information fournie sur une observation
et du label associe´ a` celle-ci.
– Une hypothe`se reste dans l’Espace des Versions lorsque l’information disponible sur un
exemple ne permet pas d’e´liminer cette hypothe`se.
Il s’agit donc d’un approche cre´dule, dans l’esprit de l’Espace des Versions : le proble`me d’ap-
prentissage se de´coupe, pour tout e´tat d’information, en deux aspects :
– On de´finit, d’une part, l’ensemble des hypothe`ses candidates e´tant donne´ les informations
disponibles.
– On applique d’autre part, une strate´gie de pre´fe´rence, pour retenir une hypothe`se conside´re´e
comme solution courante.
Le cadre logique ne traite que de la premie`re partie du proble`me, et le fait qu’elle soit cre´dule
vise a` garantir la convergence de l’apprentissage : de manie`re informelle, si aucune hypothe`se
n’est rejete´e par erreur, alors, s’il existe une solution dans L, et si toute information susceptible de
contraindre l’Espace des Versions a une probabilite´ non nulle d’eˆtre rencontre´e, la solution correcte
finira par eˆtre trouve´e, quelle que soit la strate´gie de pre´fe´rence utilise´e. De ce point de vue, il
s’agit de maintenir un Espace des Versions correct.
Dans le cas d’un exemple ambigu e associe´ a` un label (+ ou −), repre´sentant ce que l’on sait
d’une certaine observation et repre´sente´ par un ensemble d’exemples complets possibles e1, . . . , em,
que nous appellerons simplement des possibilite´s, la relation de compatibilite´ exprime le fait que
h doit eˆtre compatible avec au moins une possibilite´ de e. Ce qui conduit aux deux relations
suivantes :
– Si e est positif, h est compatible avec e s’il existe ei ∈ e, t.q.couv(h, ei), ce que nous e´crirons
comp+(h, e).
– Si e est ne´gatif, h est compatible avec e s’il existe ei ∈ e, t.q.couv(h, ei) est faux, ce qui est
diffe´rent de la ne´gation de comp+(h, e), et que nous e´crirons comp−(h, e).
Nous avons propose´ un cadre ge´ne´ral pour l’apprentissage a` partir d’exemples incomplets[BSV99],
ou` l’incomple´tude a deux sources diffe´rentes pour un exemple donne´ : certaines informations utiles
a` l’apprentissage sont inconnues, c’est la dimension incertaine ou ambigue¨ de l’incomple´tude, et
d’autres, connues ou non, sont conside´re´es comme superflues(au sens employe´ par exemple dans
[FBDME05b] ou [ZM09] ) et conduisent a` une abstraction de l’exemple, ce que nous appellerons la
dimension de ge´ne´ralisation de l’incomple´tude. On garde alors la notion de possibilite´ utilise´e pour
exprimer l’ambigu¨ıte´, mais une possibilite´ n’est plus un exemple complet possible mais une abstrac-
tion de celui-ci. Nous avons distingue´ dans ce travail deux formulations, e´tendant a` l’incomple´tude
les principaux cadres logiques d’apprentissage :
– Une extension de l’apprentissage par interpre´tation, propose´ par Luc De Raedt, dans lequel
un exemple (complet) est repre´sente´ par une interpre´tation sur une base de Herbrand, et ou`
la relation de couverture est : couvre(h, e) ssi e est un mode`le de h.
– Une extension de l’apprentissage par de´rivation, le cadre dit normal de la Programmation
Logique Inductive (PLI), dans lequel la description de chaque exemple est incluse dans
une the´orie du domaine B, et son label prend la forme d’un litte´ral instancie´. On a alors
couvre(h, e) ssi B, h |= e.
5.1. APPRENTISSAGE A` PARTIR DE DONNE´ES AMBIGUE¨S 63
L’apprentissage par de´rivation avait e´te´ auparavant e´tendu en programmation logique, dans
le cadre de l’apprentissage abductif de concepts, par Antonis Kakas, Fabrizio Riguzzi et Yan-
nis Dimopoulos[DK96, KR00], la relation de couverture se de´finissant alors via une relation de
de´rivation abductive. Dans ce travail assez riche inte´grant induction et abduction, est pre´sente´
en particulier le programme I-ACL, qui permet de traiter l’incomple´tude selon la perspective que
nous adoptons de maintien d’un espace des versions correct. L’incertitude sur les faits est prise en
charge par des suppositions faites sur des pre´dicats dits abductibles, l’abstraction re´sultant de la
pre´sence, en comple´ment, de pre´dicats non-abductibles.
Nous avons suivi une voie diffe´rente, celle de l’apprentissage par interpre´tation, dans lequel l’in-
formation sur chaque exemple est range´e dans sa propre repre´sentation, et de´fini l’apprentissage par
possibilite´s. Dans un rapport technique, nous avons montre´, en adaptant la notion de re´duction, que
l’apprentissage par satisfiabilite´ se re´duisait a` l’apprentissage par possibilite´s, et nous avons explore´
plusieurs instanciations de celui-ci, ainsi que les conse´quences sur les algorithmes imple´mentant ces
formes d’apprentissage[BSV06]. Nous donnons ci-dessous la de´finition ge´ne´rale de l’apprentissage
par possibilite´s :
De´finition 18 (Apprentissage par Possibilite´s)
Soient HB une base de Herbrand, h une formule, {Pi} des the´ories clausales repre´sentant les
possibilite´s abstraites d’un exemple e. X |=HB Y repre´sente l’inclusion de l’ensemble des mode`les
de X sur HB dans l’ensemble des mode`les de Y sur HB :
– h est compatible+ avec l’exemple positif e = {P1, . . . Pn} ssi
∃Pi ∈ e tel que Pi |=HB h
– h est compatible− avec l’exemple ne´gatif e = {P1, . . . , Pn } ssi
∃Pi ∈ e tel que Pi ∧ h |=HB ✷
Une possibilite´ abstraite Pi ge´ne´ralise une possibilite´ ei, c’est-a`-dire une interpre´tation sur HB
de´crivant un des exemples complets possibles. Le sens de l’abstraction est que la condition sur h
doit eˆtre satisfaite quel que soit le mode`le de Pi qui est choisi, et revient a` conside´rer que le fait
de conside´rer Pi doit suffire a` satisfaire la condition.
Exemple Conside´rons le concept ”vole”. Chaque exemple est un oiseau le´ger ou non-le´ger,
migrateur ou non-migrateur et soit rouge soit vert. Une hypothe`se est ici une DNF monotone 1,
comme par exemple (le´ger ∧ rouge) ∨ (non-le´ger ∧ migrateur) que nous e´crirons plus simplement
le´ger rouge ∨ non-le´ger migrateur . Soit un exemple positif repre´sentant un oiseau migrateur vert
dont le poids est inconnu. Nous supposons de plus qu’en ce qui concerne les oiseaux migrateurs,
l’apprenti sait que la couleur n’intervient pas dans son aptitude au vol, et que donc tous les
oiseaux semblables a` celui-ci a` la couleur pre`s doivent eˆtre e´galement reconnus comme positifs 2.
Ceci s’e´crit e = {P1, P2} avec P1 = migrateur le´ger , P2 = migrateur lourd.
L’hypothe`se h = non-migrateur rouge ∨ migrateur convient car P1 = migrateur leger |=HB
migrateur.
Soit un exemple ne´gatif repre´sentant un oiseau non-migrateur le´ger dont la couleur est incon-
nue. Ceci s’e´crit e = {P ′1, P
′
2} avec P
′
1 = non-migrateur leger rouge et P
′
2 = non-migrateur leger vert.
0. Learning from entailment
1. forme normale disjonctive ne contenant que des litte´raux positifs
2. Disons que l’apprenti est un ornithologue particulie`rement peu averti.
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L’hypothe`se h = (non-migrateur rouge)∨leger convient e´galement car P ′2 = non-migrateur vert∧
(non-migrateur rouge ∨migrateur) |=HB ✷.
✷
5.1.1 LEa : Apprentissage a` partir d’exemples (extreˆmement) ambigus
Nous avons re´cemment travaille´ sur LEa 3[BSV09], un programme d’apprentissage a` partir
d’exemples ambigus instanciant ces ide´es dans le cadre suivant :
– Une hypothe`se est une forme normale disjonctive monotone (DNF+) sur un langage propo-
sitionnel. La base de Herbrand est ici simplement constitue´e des atomes du langage.
– On dispose d’une the´orie clausale B que doivent satisfaire toutes les instances de l’univers
conside´re´.
– Un exemple est ambigu mais pas abstrait.
Dans LEa, un exemple ambigu est repre´sente´ sous forme extensionnelle, par un ensemble d’in-
terpre´tations satisfaisant B. Un exemple peut intialement eˆtre repre´sente´ sous forme intensionnelle,
par exemple par une the´orie clausale B∧−→e ou` −→e est la conjonction des litte´raux positifs et ne´gatifs
repre´sentant une interpre´tation partielle : les faits connus sur l’exemple. Nous avons en particulier
utilise´ cette repre´sentation pour traiter des proble`mes de fonctions boole´ennes dans un univers
contraint :
Exemple
Soit une fonction boole´enne cible f sur les atomes a1, . . . a9. Comme LEa apprend des DNF
monotones, on ajoute au langage, pour chaque atome ai, un atome not-ai de manie`re a` pouvoir
apprendre f sans se restreindre aux DNF monotones. La the´orie du domaine contient alors toutes
les clauses de la forme (ai ∨ not-ai) ou ¬(ai ∧ not-ai).
Nous supposons ici de plus que l’univers des instances possibles n’est pas {0, 1}9 mais est
contraint : toute instance doit aussi ve´rifier Bu = {a0← a1, a2← a3, a4← a5, a6← a7, a8← a9}.
La the´orie du domaine est donc constitue´e de Bu et des contraintes de repre´sentations pre´cite´es :
B = Bu ∪i∈1...9 {(ai ∨ not-ai),¬(ai ∧ not-ai)}.
LEa ne conside`rera, comme possibilite´ pour chaque exemple ambigu e, que les mode`les de B.
✷
LEa construit de manie`re gloutonne l’ensemble des termes d’une DNF+ solution, en maxi-
misant a` chaque pas, selon une exploration top-down (du ge´ne´ral vers le spe´cifique), la couver-
ture de la DNF+ courante. Pour chaque terme, l’espace de recherche est limite´, comme dans
PROGOL[Mug95] aux sous-termes d’un exemple positif (appele´ graine) encore non couvert x˙ 4.
LEa apprend une DNF+ a` partir d’exemples ambigus, ce qui le distingue d’autres me´thodes
gloutonnes sur les points suivants :
1. La compatibilite´, positive et ne´gative, remplace la relation de couverture.
2. LEa doit maintenir la cohe´rence des suppositions faites sur les exemples ne´gatifs aux e´tapes
pre´ce´dentes. On ne peut se contenter a` l’e´tape i d’e´valuer la compatibilite´ d’ un nouveau
3. LEarning from Ambiguous examples
4. Rappelons que x˙ est l’unique terme maximalement spe´cifique du langage dont x est un mode`le.
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terme ti avec les exemples d’apprentissage, il faut en re´alite´ e´valuer la nouvelle hypothe`se
courante hi = t0 ∨ · · · ∨ ti−1 ∨ ti, comme le montre l’exemple ci-dessous.
3. La graine est elle-meˆme ambigue¨, ce dont il faut tenir compte dans l’exploration des termes.
Exemple Concernant le point 2, conside´rons l’hypothe`se courante h1 = a0a1 ∨ a1a2 compatible
avec l’exemple ne´gatif e = Bu ∪ {a0; a2} et le nouveau terme t = not-a1a2. t est compatible
− avec
e en supposant que not-a1 est faux, cependant h2 = a0a1 ∨a1a2 ∨not-a1a2 ne l’est pas car il n’y a
aucun mode`le de e qui ne soit mode`le de h2. En effet, il faudrait pour cela supposer a` la fois not-a1
pour contredire a0a1 ∨ a1a2, et a1 pour contredire not-a1a2, ce qui est impossible car (ai ∨ not-ai)
est dans la the´orie du domaine Bu. ✷
Cependant, si le parti pris extensionnel, chaque exemple e´tant repre´sente´ par ses mode`les,
permet de ramener chaque test de compatibilite´ a` un ensemble de tests d’inclusion, ce n’est ac-
ceptable que dans la mesure ou` le nombre de mode`les est faible. Pour re´duire ce proble`me, nous
avons utilise´ deux remarques :
– En ce qui concerne le test de compatibilite´, les mode`les minimaux suffisent pour les exemples
ne´gatifs, et les modeles maximaux pour les exemples positifs.
– L’ensemble des mode`les d’un exemple peut se mettre sous forme d’un produit carte´sien.
Ce dernier point ame`ne a` utiliser une repre´sentation multi-table, au sens de´fini par Erick Alphonse
dans ses travaux sur les macro-ope´rateurs en programmation logique inductive[Alp04]. Dans le cas
particulier des exemples a` valeurs manquantes, ceci permet un gain exponentiel en le nombre de
valeurs manquantes, comme le montre l’exemple ci-dessous.
Exemple
Soit un exemple ambigu e sur un langage de´fini sur les atomes a1, . . . , an. e est ici simplement
un exemple a` valeurs manquantes, dans la mesure ou` la the´orie B ne contient que les contraintes
de la forme (ai∨not-ai) et ¬(ai∧not-ai) : e peut eˆtre simplement de´crit par les valeurs des atomes
connus et un symbole ” ?” pour les atomes de valeur inconnue. Nous conside´rons ici que dans e
les 10 premiers atomes ont des valeurs, et que les n − 10 autres valeurs sont manquantes, ce qui
donne :
e = 1, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 1, ?, . . . , ?
La repre´sentation extensionnelle de e est constitue´e de 2n−10 interpre´tations. Cependant, cet
ensemble s’e´crit e´galement sous la forme d’un produit de n tables :
a1 not-a1 . . . a10not-a10 . . . an−1 not-an−1 an not-an
1 0 . . . 1 0 . . . 1 0 1 0
. . . 0 1 0 1
Les 10 premie`res tables ont une seule ligne, la valeur de l’atome ai e´tant connue et de´terminant celle
de not-ai. Les n − 10 tables suivantes contiennent deux lignes, les deux interpre´tations partielles
possibles sur {ai,not-ai} e´tant {ai} et {not-ai}. Lors du test de compatibilite´, on ne conside`rera
donc au plus que n fois 2 interpre´tations partielles sur des sous-ensembles de 2 atomes. ✷
Plus ge´ne´ralement, un exemple ambigu peut toujours se mettre sous la forme d’une the´orie
clausale 5. Si on conside`re que deux atomes apparraissant dans une meˆme clause sont lie´s, on obtient
un graphe dont les sommets sont les atomes, et dont la de´composition en composantes connexes
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de´finit une partition des atomes, qui elle-meˆme de´finit une partition de la the´orie clausale, en
the´ories partielles. Les mode`les de la the´orie clausale sont alors obtenus comme produit carte´sien
des mode`les des the´ories partielles. On en de´duit la repre´sentation multi-table de l’exemple.
LEa a e´te´ exprimente´ sur des proble`mes boole´ens pour lesquels la probabilite´ qu’un atome n’ait
pas une valeur de´termine´ dans un exemple variait de 0 a` 0.95. Les expe´riences ont montre´, que
LEa re´siste bien aux probabilite´s e´leve´es d’incomple´tude, et confirme´ la convergence the´orique de
la me´thode. La figure 5.1 montre, pour des valeurs de p entre 0 et 0.9, et 3000 exemples ambigus,
la justesse obtenue sur un proble`me boole´en contraint (voir l’exemple en de´but de pararaphe) par
LEa, ainsi que par l’arbre de de´cision C4.5 et le mode`le de Bayes na¨ıf. La figure 5.2 montre sur le
meˆme proble`me la justesse en fonction du nombre d’exemples pour une probabilite´ d’incomple´tude
p = 0.9.
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Figure 5.1 – Justesse en fonction de la probabilite´ d’incomple´tude en apprentissage, pour le proble`me
contraint MC avec 3000 exemples ambigus. Ici la justesse est e´value´e sur des exemples test non ambigus.
LEa re´siste mieux que J48 (imple´mentation de C4.5) a` l’incomple´tude.
Travaux en cours, et futurs. Nous e´tendons actuellement LEa a` l’apprentissage de DNF+
existentielles en ordre 1, ce qui pose de nouvelles difficulte´s en ce qui concerne l’efficacite´ dest
5. Si un exemple est sous forme extensionnelle, il est toujours possible de construire une forme normale disjonc-
tive canonique et de la transformer en une forme normale conjonctive approximativement minimale, proble`me que
permettent de traiter les me´thodes de simplification de formules boole´ennes.
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Figure 5.2 – Justesse en fonction du nombre d’exemples ambigus, pour le proble`me contraint MC avec
une probabilite´ d’incomple´tude de 0.9. La convergence de LEa est lente, mais continue.
tests de compatibilite´. Nous nous inte´ressons e´galement a` l’extension des ide´es pre´sente´es ici a` une
me´thode incre´mentale en ordre 1 dont la finalite´ est affe´rente a` l’apprentissage collectif pre´sente´
au paragraphe suivant. Un autre travail en cours concerne l’apprenabilite´, et plus pre´cise´ment
la complexite´ d’e´chantillonnage, c’est a` dire le nombre d’exemples ambigus ne´cessaires pour la
convergence PAC au sens de Valiant [Val84], en apprentissage a` partir d’exemples ambigus (en
ordre 0).
5.2 Apprentissage collectif
Pendant la the`se d’Alejandro Guerra-Hernandez [GH03], nous nous sommes inte´resse´s, avec
Amal El Fallah-Segrouchni a` l’apprentissage symbolique multi-agents. Le syte`me multi-agent
(SMA) conside´re´ est compose´ d’agents communicants de type BDI (Beliefs, Desires, intentions).
Pour cela, Alejandro Guerra-Hernandez a de´fini, et implante´e, une architecture BDI incluant
un module d’apprentissage base´ sur des techniques inductives d’ordre un (pre´cise´ment l’algo-
rithme Tilde[BR98]). Dans ce travail les agents partagent des plans, chacun associe´ a` un contexte
de´finissant dans quelles conditions le plan peut-eˆtre de´clenche´. Le module d’apprentissage a pour
roˆle de de´finir un contexte dans lequel un plan donne´ devrait re´ussir, c’est-a`-dire se terminer par
l’atteinte du but associe´ au plan. On se rame`ne donc a` un proble`me d’apprentissage de concept
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a` partir d’exemples positifs (les succe`s) et ne´gatifs (les e´checs). On conside`re qu’un agent dis-
pose dans sa me´moire d’un ensemble E = E+∪E− d’exemples positifs et ne´gatifs de situations de
de´clenchements du plan. Pour eˆtre une solution l’hypothe`se h doit eˆtre cohe´rente au sens ou` h doit
couvrir les exemples positifs (comple´tude) et doit ne couvrir aucun exemple ne´gatif (correction).
Nous noterons Cons(h,E) la cohe´rence de h avec E, en tant que cas particulier de consistance,
notion plus ge´ne´rale que nous utiliserons par la suite.
Exemple Un robot-ouvrier a un plan WALL PAINTING-1 destine´ a` lui permettre de peindre
un mur. Les exemples positifs et ne´gatifs de de´clenchement du plan WALL PAINTING-1 sont les
suivants 6 :
– e+1 = wall-is-dry empty-hand enough-paint busy
– e+2 = wall-is-dry busy-hand no-paint not-busy
– e−3 = wall-is-wet empty-hand enough-paint not-busy
– e−4 = wall-is-dry empty-hand no-paint busy
L’hypothe`se h = (wall-is-dry∧enough-paint)∨(wall-is-dry∧not-busy) est alors cohe´rente : Cons(h,E)
est vrai.
✷
Les agents doivent modifier les contextes de de´clenchement des plans en fonction des succe`s et
des e´checs de leurs actions. Ils sont e´galement pourvus de capacite´s de communication et peuvent
donc envoyer des requeˆtes aux autres agents. Plusieurs niveaux d’apprentissage sont conside´re´s,
selon, par exemple que les agents puissent ou non interpre´ter les actions d’autres agents pour
les inclure dans leur repre´sentation du monde (c’est-a`-dire d’eux-meˆmes (leur e´tat interne) et de
l’environnement) [GHFSS01, GHFSS04a, HSS05, GHFSS04b].
Cependant, si ces agents peuvent ici apprendre en tirant profit de leur capacite´s de communica-
tion, par exemple en s’informant, lorsqu’un contexte de plan devient insatisfaisant, aupre`s d’autres
agents de leurs succe`s et e´checs lors du de´clenchement de ce meˆme plan, la socie´te´ d’agents manque
encore d’une approche collective de la re´vision des connaissances qu’ils partagent. Nous avons alors
entame´ un travail avec Gauvain Bourgne sur la conception d’un programme expe´rimentant un pro-
tocole d’apprentissage collectif. Ce travail s’est poursuivi, sous forme d’une collaboration pendant
sa the`se encadre´e a` Paris IX par Nicolas Maudet et Suzanne Pinson sur un sujet connexe, et a
finalement e´te´ inte´gre´ a` celle-ci. Nous poursuivons acutellement cette voie que je de´taille dans les
paragraphes suivants.
5.2.1 Re´vision collective de the´orie par maintien de la consistance dans
un syste`me multi agent : SMILE ;-)
Dans le programme SMILE (Sound Multi-agent Incremental LEarning)[BSS07], un flux d’exemples
parvient a` la collectivite´ par l’entremise d’un agent ou un autre et la question est celle du maintien
de la consistance (ici la cohe´rence) de l’hypothe`se relativement a` l’ensemble des informations (les
exemples) dans le syste`me. Une seule hypothe`se est maintenue et commune a` tous les agents : les
6. On omet ici l’identite´ du mur, le plan est ici un plan instancie´ sur le mur a` peindre et notre robot-ouvrier, ce
qui nous rame`ne dans cet exemple a` une repre´sentation en ordre 0.
6. Sound Multi agent Incremental LEarning
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agents sont dits non-individualistes et adoptent une hypothe`se qui leur est propose´e et qu’ils ne
peuvent re´futer.
Dans la pre´sentation ci dessous, je ge´ne´ralise le propos en conside´rant le proble`me d’apprentis-
sage comme un proble`me de re´vision de the´orie utilisant une notion ge´ne´rale de consistance, une
hypothe`se repre´sentant alors une the´orie re´visable.
Dans SMILE, les agents constituent une socie´te´ ou syste`me multi-agents en interaction avec un
environnement, et rangent chacun des informations, c’est-a`-dire des connaissances factuelles non
re´visables percues de l’environnement ou rec¸ues d’un autre agent, dans leur me´moire d’information
Ki. Chaque agent ri posse`de aussi un ensemble de croyances re´visables Bi dont une partie BC est
commune avec les croyances des autres agents et forme la the´orie courante re´visable de la socie´te´
d’agents. Lorsqu’un agent rec¸oit une information contradictoire, il doit re´viser BC de manie`re
a` ce qu’elle redevienne consistante avec sa me´moire Ki. De plus, il doit aussi re´tablir la sma-
consistance de BC , c’est-a`-dire la consistance de BC relativement a` l’information distribue´e dans
la socie´te´ d’agents. Pour re´tablir la sma-consistance, un ensemble d’interactions avec les autres
agents est ne´cessaire. L’agent ayant initie´ la re´vision prend alors le roˆle d’un apprenti, les autres
agents prenant chacun un roˆle de critique. Remarquons que les agents peuvent eˆtre tour a` tour
apprentis et critiques, et ne restent pas attache´s a` un roˆle spe´cifique. En re´sume´ les agents sont
autonomes, l’information est distribue´e dans la socie´te´, et, dans la mesure ou` des informations
peuvent eˆtre transmises d’un agent a` l’autre, elle est redondante.
De´finition 19
– Un agent ri est a-consistant ssi Cons(Bi,Ki) est vrai. (consistance individuelle)
– Un agent ri est groupe-consistant ssi Cons(Bi,K) est vrai, ou` K = ∪j∈{1,..,n}Kj est l’infor-
mation distribue´e dans un sous-ensemble g du n-SMA. En particulier ri est sma-consistant
si g est le n-SMA lui-meˆme 7(consistance globale).
– Un n-SMA est consistant ssi les agents ri sont sma-consistants.
Nous supposons que chaque agent peut ve´rifier sa proprie´te´ de consistance individuelle Cons(Bi,Ki)
et dispose d’un me´canisme e´le´mentaire de re´vision M . Dans une socie´te´ non-individualiste, lors-
qu’un agent ri re´vise ses croyances Bi en B
′
i, changeant alors la the´orie commune courante BC en
B′C , les autres agents rk doivent e´galement re´viser leurs croyances Bk en B
′
k = (Bk −BC) ∪B
′
C .
Nous supposons dans ce qui suit que la consistance est additive et que les croyances communes
BC sont inde´pendantes des croyances particulie`res de chaque agent, c’est a`-dire :
– Si Cons(Bi,K1) et Cons(Bi,K2), alors Cons(Bi,K1 ∪K2).
– Cons(Bi,Ki) ssi Cons(Bi −BC ,Ki) et Cons(BC ,Ki).
Nous notons M le me´canisme de re´vision individuel qui permet a` un agent ri recevant une
information contradictoire k 8de re´viser Bi en B
′
i = M(Bi) et de maintenir ainsi sa consistance
indiviuelle. Nous exigeons alors d’un me´canisme de re´vision Ms qu’il soit sma-consistant, au
sens ou` il doit permettre a` un agent de maintenir sa sma-consistance. Finallement Ms sera dit
7. un n-SMA est une socie´te´ de n agents
8. Changeant Ki en K
′
i = Ki ∪ k tel que Cons(Bi,K
′)est faux.
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fortement sma-consistant si lorsque Ms est applique´ par un agent l’ensemble des agents retrouve
sa sma-consistance.
Un me´canisme de re´vision fortement sma-consistant dans une socie´te´ d’agents non
individualistes
Ms est constitue´ de re´visions individuelles par un agent apprenti et d’interactions avec les
agents critiques. Plus pre´cise´ment :
1. Ms est de´clenche´ par l’agent a lorsqu’il rec¸oit une information contradictoire k et prend le
roˆle d’apprenti. Le me´canisme consiste en un ensemble de re´pe´titions du sche´ma suivant :
– L’agent a re´vise BC
– Un ensemble d’interactions I(a, aj) ont lieu entre l’apprenti et les critiques jusqu’a` ce
qu’une information contradictoire soit envoye´e a` ai (nouvelle ite´ration) ou que tous les
critiques ont envoye´ un message d’acceptation de la re´vision (Stop).
2. L’apprenti envoie alors un message de validation de la re´vision courante BC .
3. Les agents, e´tant non-individualistes, adoptent alors cette re´vision, c’est-a`-dire remplacent
leur version des croyances communes par la re´vision.
L’interaction I(a, aj) est constitue´e des actions suivantes :
– l’agent a envoie la re´vision BC a` aj .
– Si Cons(BC , Ej) est vraie, aj envoie un message accept a` a sinon, aj envoie une information
contradictoire e a` a (Cons(BC , e) est faux).
Nous avons montre´ que ce me´canisme, lorsque les conditions d’additivite´ et d’inde´pendance
sont ve´rifie´es par la consistance, est fortement sma-consistant : il assure que chaque agent est
consistant avec l’ensemble des informations dans la socie´te´.
Expe´riences sur la re´vision d’hypothe`ses en apprentissage de concepts
Le me´canisme propose´ a e´te´ applique´ a` l’apprentissage de concept, la the´orie se re´duisant a`
une hypothe`se pour un concept-cible, repre´sente´e sous la forme d’une DNF+ propositionnelle,
comme au paragraphe 5.1.1, les me´moires d’informations e´tant des me´moires d’exemples Ei, et
la consistance a` maintenir e´tant ici la cohe´rence de H avec l’ensemble des exemples envoye´s par
l’environnement ale´atoirement aux agents. Remarquons que, dans les expe´riences pre´sente´es ici,
l’apprentissage est lent au sens ou` on suppose que lorsqu’un exemple est envoye´ par l’environne-
ment, une re´vision comple`te a le temps d’eˆtre effectue´e dans la socie´te´ d’agents avant qu’un autre
exemple ne soit envoye´ a` un autre agent. Nous appellerons dans ce cadre contre-exemples, les
informations contradictoires, c’est a` dire les exemples rendant incohe´rente l’hypothe`se courante.
Le me´canisme de re´vision individuel M , qui e´tant donne´ un contre-exemple e parvenant a`
un agent lui permet de produire une hypothe`se re´vise´e H ′ cohe´rente avec le nouvel e´tat de la
me´moire Ei ∪ e est ici une me´thode incre´mentale ascendante et dirige´e par les donne´es de´veloppe´e
par Mhammet Henniche (voir 2.2.2). Plus pre´cise´ment il s’agit dans les expe´riences de la variante
iMind2.
iMind2 exe´cute une re´vision minimale de H a` partir d’un ensemble d’exemples E (la me´moire)
et d’un ou plusieurs exemples contradictoires e1, . . . , en. Dans le cas d’un seul exemple contradic-
toire e la re´vision suit le sche´ma suivant :
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– Si H ne couvre pas e = e+ (e+ est un contre-exemple positif ), H est re´vise´e en ge´ne´ralisant
de manie`re minimale un des termes hi composant H, c’est a` dire h
′
i = lgg(hi, e) ou, si aucun
terme correct n’est ainsi obtenu, en ajoutant un nouveau terme h = lgg(e) a` H.
– Si H couvre e = e− (e−est un contre-exemple ne´gatif ), chaque terme h couvrant e− est
e´limine´ de H et remplace´ par un ensemble de nouveaux termes {h′1, ...., h
′
n} corrects relati-
vement a` E− ∪ {e}. De manie`re a` assurer la comple´tude, la disjonction de ces termes doit
couvrir les exemples de E+ qui ne sont pas couverts par H − {h} 9.
– H est rendue non-redondante au sens suivant : tout terme h plus spe´cifique qu’un autre
terme h′ est e´limine´.
Ce me´canisme est donc semi-incre´mental puisqu’il utilise les exemples de la me´moire de l’agent,
et fournit une hypothe`se minimalement re´vise´e et non redondante. En particulier ce dernier point
est ce qui permet d’une re´vision a` une autre de parfois diminuer la taille (en nombre de termes)
de l’hypothe`se courante.
SMILE a e´te´ expe´rimente´ en mode se´quentiel minimal dans lequel l’agent apprenti envoie une
re´vision a` un seul critique (se´quentiel) qui renvoie un seul contre-exemple meˆme s’il a plusieurs
exemples contradictoires (minimal) 10. En figure 5.3 on trouvera un exemple simple d’exe´cution
du me´canisme de re´vision collective dans une socie´te´ de trois agents lorsque l’un des agents doit
re´viser l’hypothe`se commune.
Nous avons mene´ des expe´riences sur plusieurs fonctions boole´ennes plus ou moins difficiles a`
apprendre ainsi que sur plusieurs proble`mes types de l’UCI Database [DNM98]. Parmi les fonctions
boole´ennes, le multiplexer-11 M11 une fonction de 8 termes de 3 litte´raux sur 11 atomes, et une
fonction xor (Xor3 25) qui prend la valeur vrai si le nombre d’atomes dont la valeur est 1 parmi
3 d’entre eux, est impair (il y a en tout 25+3 atomes).
Principaux re´sultats En ce qui concerne les ressources consomme´es pendant l’apprentissage,
on trouve un temps d’exe´cution qui est grossie`rement line´aire en fonction du nombre d’agents. De
meˆme la redondance d’information, mesure´e par le rapport du nombre total d’exemples dans les
me´moires d’agents au nombre d’exemples envoye´s par l’environnement, est line´aire : il y a un pic
de redondance dans la partie la plus active de l’apprentissage, puis celle-ci de´croˆıt lentement vers
sa valeur minimale 1 : lorsqu’il n’y a plus de contradictions les seuls exemples me´morise´s par un
agent sont ceux rec¸us de l’environnement.
Les re´sultats les plus inte´ressants observe´s sur les fonctions boole´ennes concernent la qualite´
de l’hypothe`se apprise. Celle-ci est mesure´e par sa taille (en nombre de termes) repre´sentant sa
complexite´, ainsi que par la justesse, estimant sur un ensemble d’exemples test la probabilite´ de
pre´diction correcte du label (+ ou −) d’une instance inconnue :
– Une socie´te´ de n agents apprend une hypothe`se plus juste qu’un agent isole´ ayant rec¸u les
meˆmes exemples.
Ceci est d’autant plus vrai que le proble`me est difficile. La figure 5.4 montre l’e´volution de la
9. La variante iMind2 utilise un algorithme glouton qui conside`re l’ensemble Eh des exemples de E
+ couverts
uniquement par h, spe´cialise de manie`re minimale h en h′ de manie`re a` le rendre correct, ajoute a` Hh1 = lgg(Eh1 ),
cherche une nouvelle spe´cialisation h′ de h en conside´rant les e´le´ments encore non couverts, et ainsi de suite jusqu’a`
ce que tous les e´le´ments de Eh aient e´te´ couverts.
10. Dans un travail en cours nous expe´rimentons SMILE en mode broadcast maximal : l’apprenti envoie sa re´vision
H a` tous les critiques et ceux-ci renvoient tous leurs contre-exemples de H.
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Figure 5.3 – Un exemple de re´vision dans SMILE dans sa version se´quentielle. Les trois agents partagent
la meˆme hypothe`se h. Un contre-exemple positif e10 est alors perc¸u par l’agent a1 qui devient apprenti.
La suite des interactions est la suivante : -a1 re´vise h en h1 a` a2 qui lui renvoie e
−
3 comme contre-exemple
ne´gatif de h1 (h1 couvre e
−
3 ) -a1 propose alors h2 qui est accepte´ par a2 -a1 propose alors h2 a` a3 qui
renvoie le contre-exemple positif e+9 a` a1 (h2 ne couvre pas e
+
9 ) -a1 propose alors la re´vision h3 a` a3
qui l’accepte -cette re´vision est alors propose´e a` a2 qui l’accepte e´galement. L’hypothe`se est maintenant
consistante avec l’ensemble des exemples dans la socie´te´ de trois agents. a1 envoie alors un message de
validation a` a2 et a3. A la re´ception de ce message a2 et a3 adoptent h3 comme hypothe`se courante. h3
est alors la nouvelle hypothe`se courante commune aux trois agents.
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justesse pour le proble`me xor 3 25 , en fonction du nombre d’exemples rec¸u dans le syste`me
pour des socie´te´s de n agents, n variant de 1 a` 20.
– Une socie´te´ de n agents apprend une hypothe`se plus simple qu’un agent isole´ recevant
les meˆmes exemples de l’environnement. La figure 5.5 montre, dans le meˆme proble`me,
l’e´volution de la taille de l’hypothe`se.
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Figure 5.4 – Justesse obtenue sur le proble`me xor 3 25 par des socie´te´s de 1 a` 20 agents non-
individualistes. Sur ce proble`me difficile la justesse lorsque la socie´te´ a rec¸u 100 exemples de l’environne-
ment passe de ≈ 0.61 (un agent) a` ≈ 0.95 (20 agents).
Cette efficacite´ dans l’exploitation des exemples d’apprentissage, impressionnante pour cer-
taines fonctions difficiles comme le xor est due principalement a` deux effets :
– un effet de se´lection par les agents critiques des exemples dans la me´moire de chaque agent :
plus le nombre d’agents est grand et plus faible est la proportion d’exemples rec¸us par un
agent directement de l’environnement et donc n’ayant pas toujours de´clenche´ de re´vision.
– un effet d’exploration intensive de l’espace d’hypothe`ses : Lorsque n est grand chaque agent
re´vise a` partir de peu d’exemples, et il y a un grand nombre d’interactions, et donc de
re´visions. De plus chaque agent part d’une hypothe`se adopte´e, et la re´visera en fonction de
ses propres exemples, ce qui accroˆıt la diversite´ de l’exploration.
Ce dernier effet semble d’apre`s de re´centes expe´riences plus important (il contribuerait a` hauteur
de 2/3 de l’ame´lioration totale).
D’une certaine manie`re cette ame´lioration de l’hypothe`se trouve´e repre´sente une forme d’e´mergence
d’une exploration approfondie de l’espace de recherche, associe´e aux nombreuses interactions dans
la socie´te´ d’agents : en effet, rien dans le comportement des agents n’est dirige´ directement vers
l’optimisation collective de l’hypothe`se : celle-ci est un effet global re´sultant de nombreux ajuste-
ments locaux.
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Figure 5.5 – Taille de l’hypothe`se construite pour le proble`me xor 3 25 un agent isole´ et une socie´te´ de
10 agents. Ici la socie´te´ de 10 agents converge plus vite vers la repre´sentation la plus simple (4 termes) de
la solution. Le pic de complexite´ se situe vers 100 exemples, c’est a` dire la` ou` l’apprentissage est le plus
actif, et ou` la diffe´rence en justesse est la plus importante entre une socie´te´ d’agents et un agent isole´.
Il faut cependant remarquer que les expe´riences sur les proble`mes classiques de l’UCI, cette
ame´lioration n’est le plus souvent pas perceptible : pour ces proble`mes la difficulte´ n’est pas de
trouver une hypothe`se optimalement simple et cohe´rente dans un espace dans lequel il est difficile
de se diriger, et de ce fait, une exploration intensive perd son utilite´.
5.2.2 Re´vision collective de the´orie dans une socie´te´ d’agents organise´e
en un re´seau
Le me´canisme de re´vision de SMILE a e´te´ e´tendu re´cemment au cas ou` les agents ne com-
muniquent pas tous directement, mais sont organise´s en un graphe (en ge´ne´ral connexe) : chaque
agent a un groupe de voisins avec lesquels il peut communiquer. L’application du me´canisme Ms
de SMILE ne garantit plus la consistance de l’agent relativement a` la socie´te´ mais seulement rela-
tivement au groupe de ses voisins. Pour retrouver la consistance de la socie´te´, il y a deux approches
principales :
– Soit l’apprentissage reste centre´ sur l’agent apprenti ayant rec¸u de l’environnent le contre-
exemple causant une re´vision. Dans ce cas les critiques relaient l’hypothe`se a` leurs voisins
et les contre-exemples e´ventuels a` l’agent apprenti.
– Soit l’apprentissage est distribue´ dans la socie´te´ : lorsqu’un agent, propageant l’hypothe`se
de l’apprenti, rec¸oit un contre-exemple d’un de ses voisins, il devient le nouvel apprenti
(l’apprentissage est distribue´ dans la socie´te´ via une racine variable de l’apprentissage).)
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Ces deux approches ont e´te´ expe´rimente´es sur diffe´rentes topologies de re´seau [BFSMS08, BESS09].
Les deux approches maintiennent les re´sultats de SMILE concernant la justesse et la simplicite´
des hypothe`ses acquises. L’approche centre´e est efficace, en ce qui concerne en particulier la redon-
dance, mais tend a` accroˆıtre les couˆts de communication, et peut devenir impraticable lorsque le
re´seau devient grand. L’approche distribue´e est plus e´conome. Surtout cette approche distribue´e
est un bon candidat pour une propagation non se´quentielle des hypothe`ses : en effet, si dans la
socie´te´ pleinement communicante aborde´e par SMILE la diffe´rence entre propagation se´quentielle
et multiple (broadcast) ne semble pas primordiale, la propagation multiple est a` la fois plus re´aliste
et pose des proble`mes de conflits et de priorite´s qui restent a` aborder lorsque la socie´te´ est struc-
ture´e en re´seau. De plus, l’approche distribue´e a l’avantage de pouvoir s’exprimer comme une
propagation due a` des comportements purement locaux : il suffit de conside´rer qu’un agent doit
toujours s’assurer que son hypothe`se courante est consistante avec ses voisins. Dans ce cas un
agent recevant, dans son roˆle de critique, d’un autre agent, dans un roˆle d’apprenti, un message de
validation d’une hypothe`se (l’hypothe`se h est alors consistante avec tous les voisins de l’apprenti)
doit s’assurer avant d’adopter cette hypothe`se de sa consistance avec ses propres voisins. Mis a`
part les aspects protocolaires (choix entre se´quentialite´ et propagation multiple) il n’y a rien a`
ajouter pour assurer la propagation de l’hypothe`se et le maintien de la consistance dans la socie´te´
d’agents. Autrement dit, on revient a` un comportement local de l’agent : ici de´clenche´ par la
double ne´cessite´ de maintenir sa consistance avec ses voisins et d’adopter une hypothe`se valide´e
par un voisin.
5.2.3 iSMILE : re´vision collective dans une socie´te´ d’agents individua-
listes
Nous avons e´galement travaille´ sur la variante individualiste de SMILE, dans le cas d’une
socie´te´ pleinement communicante. Le me´canisme de re´vision collective ne change qu’en un point :
lorsqu’un agent critique rec¸oit un message de validation d’une hypothe`se, il n’adopte pas celle-
ci. Les conse´quences the´oriques et expe´rimentales de cette modification sont cependant impor-
tantes[BBESS09]. Une conse´quence imme´diate est que chaque agent aura sa propre hypothe`se
courante. On constate expe´rimentalement, une de´croissance se´ve`re de la justesse avec le nombre
d’agents. Elle provient d’un effet de de´synchronisation : l’application du me´canisme de re´vision
collective, prive´ de l’adoption, ne garantit que la consistance de l’hypothe`se de chaque agent ai
avec l’e´tat de la me´moire de la socie´te´ a` l’instant ti de sa dernie`re re´vision. Cependant d’une part
on peut limiter cet effet en ajoutant un comportement de resynchronisation aux agents, et d’autre
part on peut tirer parti de la diversite´ des hypothe`ses dans la socie´te´ pour utiliser une forme
de de´cision collective, ce qui correspond pour la socie´te´ d’agent a` une forme d’apprentissage par
ensemble[Die00]. Les expe´riences mene´es conduisent aux re´sultats suivants :
– Redondance et temps d’exe´cution sont plus e´leve´s que dans le cas non-individualiste, mais
restent approximativement line´aires avec le nombre d’agents.
– La resynchronisation ajoute un surcouˆt e´leve´ en de´but d’apprentissage mais lorsqu’on s’ap-
proche de la convergence le couˆt global est faible (les hypothe`ses e´tant meilleures assez toˆt,
relativement au nombre d’exemple, elles ne´cessitent moins de re´visions par la suite) et la
redondance chute aussi brutalement. De plus l’ame´lioration en justesse est tre`s nette.
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– La de´cision collective par vote majoritaire ame´liore e´galement les justesses observe´es. Le
meilleur re´sultat est obtenu en combinant resynchronisation et de´cision collective.
– Sur certains proble`mes de L’UCI, la de´cision collective ame´liore la justesse.
En re´sume´ on perd en partie l’ame´lioration de la justesse obtenue dans le cas non-individualiste.
On garde le be´ne´fice de l’effet de se´lection des exemples, mais on perd celui de l’exploration
intensive de l’espace d’hypothe`ses. On perd e´galement la proprie´te´ de consistance globale a` la fin
de la re´vision, ce que l’on peut atte´nuer avec un comportement de resynchronsiation qui se re´ve`le
peu couˆteux. En revanche on be´ne´ficie de la diversite´ des hypothe`ses dans la socie´te´, ce qui pour
certains types de proble`mes est pre´cieux.
5.2.4 Adaptation collective dans un re´seau de te´le´communications
J’ai assiste´ Francine Krief dans l’encadrement du travail de the`se, bientoˆt soutenu, de Ma¨ıssa
M’Baye sur l’autoconfiguration collective des e´quipements d’un re´seau de communication en vue
d’optimiser la Qualite´ de service. Le travail est inspire´ des protocoles et comportements propose´s
dans les travaux ci-dessus, mais avec des points originaux de´coulant de la nature du proble`me
pose´. Par exemple, on est ici directement dans une situation d ’adaptation des actions a` mener en
fonction de l’e´tat perc¸u de l’environnement, ce qui a e´te´ aborde´ par Ma¨ıssa en faisant par exemple
varier les labels des exemples (des couples e´tat-action) en fonctions des observations perc¸ues, ou
transmises par d’autres entite´s (ici des e´quipements) et en limitant la transmission des informations
a` un voisinage de manie`re a` tenir compte des spe´cificite´s des aspects ge´ographiques : quelle est la
porte´e que doit avoir une observation ? L’imple´mentation d’un simulateur a permis d’expe´rimenter
la proposition, qui s’est re´ve´le´e e´tonnement efficace[MKS09]. Ce travail, sur une the´matique proche,
se de´marque des travaux sur l’apprentissage collectif par renforcement [BBDS08][PL05] en prenant
le parti de la construction de re`gles explicites liant e´tats et actions, et se situe dans l’ide´e de donner
des comportements ”intelligents“ autonomes aux e´quipements dans un re´seau.
5.2.5 Perspectives.
Nous continuons actuellement a` travailler sur ces mode`les d’apprentissage collectif. Parmi les
points aborde´s :
– La question de la re´vision non-individualiste distribue´e dans un re´seau en abandonnant la
se´quentialite´ ne´cessite une e´tude approfondie. En particulier, plusieurs hypothe`ses concur-
rentes circulant dans le re´seau, la rationalite´ des agents dans leur choix des hypothe`ses a`
adopter ou a` propager devra s’appuyer sur des informations plus fines : on peut ainsi envi-
sager de transmettre en meˆme temps qu’une hypothe`se, un historique de celle-ci, contenant
l’identite´ des agents l’ayant re´vise´e ou propage´e.
– On ne peut e´viter la question de la fusion des croyances, si on veut e´chapper a` l’opposition
entre le mode`le individualiste et le mode`le non individualiste : non seulement un raisonne-
ment peut permettre un choix sur l’attitude, mais l’agent peut aussi chercher a` utiliser une
hypothe`se propage´e pour re´viser la sienne. La question des formes que peut prendre une telle
re´flexion (pour ainsi nommer une forme de re´vision non impose´e par une contradiction) est
ouverte.
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– La question de la propagation des informations (exemples), comme conse´quence directe, et
en sens inverse, de la propagation d’hypothe`ses, me´rite qu’on s’y attarde. En particulier il
sera inte´ressant de voir l’effet d’une distribution he´te´roge`ne des exemples dans un re´seau.
D’ailleurs dans ce cas la question de la diversite´ des hypothe`ses prend un autre sens : est-il
utile que chaque agent ait la meˆme the´orie, celle-ci doit-elle eˆtre de´pendante des informations
que l’agent est susceptible de rencontrer ?
– La question de la structure de la socie´te´, aborde´e ici par une notion de voisinage, peut
e´galement eˆtre aborde´e par des structurations granulaires : si une socie´te´ est structure´e en
”tribus“, deux agents d’une meˆme tribu sont-ils plutoˆt non individualistes ? comment les
the´ories se propagent-elles d’une tribu a` l’autre ?
– Du point de vue the´orique, l’apprentissage collaboratif par maintien de la consistance propose´
ici, a des liens e´troits avec l’apprentissage a` partir de requeˆtes dont le cadre a e´te´ de´fini par
Dana Angluin[Ang04] et plus pre´cise´ment avec la re´vision de the´ories a` partir de requeˆtes
[GSST04]. Les agents critiques de´finis ici jouent le roˆle d’oracles incomplets re´pondant a`
des requeˆtes d’e´quivalences. Peut-on envisager une e´tude the´orique de l’apprentissage par
requeˆtes dans un cadre collectif ? ou plus simplement peut-on recentrer les re´sultats obtenus
dans ce contexte pour en tirer parti dans notre approche pragmatique de l’apprentissage
collectif ? Une extension naturelle d’une telle mode´lisation est de conside´rer l’apprentissage
actif, c’est-a`-dire l’investigation expe´rimentale par un agent de´finissant des expe´riences des-
tine´es a` obtenir les re´ponses a` ses requeˆtes d’appartenance 11.
– Ce dernier point a de´ja` e´te´ souleve´ par Jean Sallantin et ses colle`gues[ADL+07], dans un
travail visant a` mode´liser le processus de de´couverte scientifique dans sa dimension collective.
Cette dernie`re formalisation est par ailleurs plus ambitieuse que ce que nous avons propose´
et expe´rimente´ ici, va dans le sens des travaux de the`se de Gauvain Bourgne[Bou08] et a le
me´rite de proposer une formulation en logique modale des interactions entre agents.
11. Dans une requeˆte d’appartenance, l’apprenti soumet a` l’oracle une instance choisie par lui en vue d’obtenir
son label.
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Chapitre 6
Conclusion ?
Les perspectives d’un travail de recherche sont par nature aventureuses. Comme dans un jeu
vide´o, caracte`res blancs sur fond vert, le paysage ne sort de l’ombre de la Moria que lorsqu’on
avance dans l’obscurite´, Galgals et Jaberwockys menacent, mais jouerait-on si tout e´tait pre´visible ?
La re´flexion sur l’apprentissage en situation d’ambigu¨ıte´ me paraˆıt un pre´alable ne´cessaire pour
approcher l’apprentissage collectif non omniscient : c’est l’e´tat naturel d’une entite´ que de n’avoir
qu’une perception partielle d’une observation, la question de l’apprentissage collectif ne se conc¸oit
donc qu’avec des descriptions partielles distribue´es dans la socie´te´. Si on ignore le fait que des
informations portent sur la meˆme observation (disons le meˆme exemple), le mode`le propose´ de
re´vision collective convient. Cependant on pourrait tirer parti de ces liens mais cela suppose des
formes d’interactions plus complexes que celles dont il a e´te´ question dans le dernier chapitre.
Ainsi si un objet, exemple ne´gatif d’un certain concept, est perc¸u comme bleu ou rouge par a1
et comme vert ou bleu par a2, l’objet est bleu pour un observateur omniscient sans que ni a1
ni a2 le sache. L’hypothe`se h = bleu, que a1 peut formuler, ne peut eˆtre re´fute´e par a2, sauf a`
affiner l’interaction. Une perspective directe des travaux e´voque´s au chapitre pre´ce´dent conduit
donc, a` la fois, a` concevoir et expe´rimenter une me´thode de re´vision en ordre 1 inspire´e de LEa
et a` pousser plus loin les modalite´s d’interactions inductives et abductives entre entite´s dans
une socie´te´ d’agents. En tout e´tat de cause, il me semble inte´ressant d’inse´rer des me´canismes
d’induction, d’abduction et de raisonnement dans une entite´, situe´e dans un environnement dont
elle se distingue, et d’inte´grer l’autonomie qui en re´sulte, y compris vis a` vis d’autres entite´s,
comme une caracte´ristique qui la de´finit. Dans ce contexte, apprendre et raisonner a` diffe´rents
niveaux d’abstraction me semble e´galement ine´vitable. Cependant, sur ce point, il me semble
que la re´flexion n’est pas encore suffisamment avance´e. La proposition faite ici d’une abstraction
ordonne´e intensionnellement et extensionnellement, me semble pouvoir eˆtre pousse´e dans deux
directions : d’une part, elle e´largit la question de la se´lection du langage d’assertions L a` explorer,
en la question du choix de l’abstraction utile d’un langage de´taille´, question que l’on retrouve
dans la re´flexion sur les macro-ope´rateurs mene´e par Erick Alphonse, ainsi que dans les travaux
en cours avec Ce´line Rouveirol et Se´bastien Gue´rif sur des formes non classiques d’abstraction
intensionnelle, d’autre part, elle pose la question de la granularite´ de l’objet, et de son impact
sur l’induction et la de´duction. Des travaux en cours avec Ve´ronique Ventos visent a` e´tablir
les proprie´te´s logiques des extensions Alpha, et plus ge´ne´ralement des extensions abstraites. Les
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extensions Alpha faisant apparaˆıtre une forme particulie`re d’exception en ne´gatif (les mammife`res
en ge´ne´ral ne volent pas, on peut donc tenir la chauve-souris comme exceptionnelle en ce qu’elle
posse`de une proprie´te´ que par de´faut elle ne devrait pas avoir) la question se pose aussi des
liens avec des travaux pre´ce´dents mene´s avec Pierre Bre´zellec et Ve´ronique Ventos sur l’effet sur
l’apprentissage de l’ajout de modalite´s de´faut et exception au langage [VBS01].
Les travaux pre´sente´s dans ce me´moire sur l’aide a` la de´couverte en Biologie, par le biais de
me´thodes de recherche de motifs re´pe´te´s, posent diffe´rentes questions : comment ces techniques,
extensionnelles et par niveaux, s’articulent-elles avec les me´thodes de fouilles de donne´es base´es
sur la maximalite´ ? peut-on les e´tendre a` des structures arborescentes, ou de graphes, graphes
de syste`mes complexes ou graphes sociaux comme ceux explore´s par Ce´line Rouveirol et Rushed
Kanawati, en s’inspirant des travaux re´cents sur la maximalite´ dans ce domaine ? En voyant plus
loin, les premiers travaux pre´sente´s ici sur l’apprentissage collectif permettront-ils d’aborder la
question de la fouille de´centralise´e des donne´es ?
Mais le plus inte´ressant est ce qui est encore dans l’ombre, et donc peut-eˆtre pressenti, mais
pas de´crit, pas plus que les nouveaux proble`mes qui en e´mergeront. Pourquoi jouer sinon ?
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